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Рис. 2. Траектории системы 2 на временных отрезках длиной 𝑡 = 𝜋/2
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О РАСПОЛОЖЕНИИ ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛОВ КВАДРАТИЧНЫХ
СИСТЕМ С ДВУМЯ АНТИСЕДЛАМИ НА ФАЗОВОЙ ПЛОСКОСТИ И

СЕДЛОМ В БЕСКОНЕЧНОСТИ

А.А. Гринь, А.В. Кузьмич

Рассматривается вещественная автономная квадратичная система дифференциаль-
ных уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 1 + 𝑥𝑦 ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

2∑︁
𝑖+𝑗=0

𝑎𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑖 ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦), (1)

к которой с помощью аффинного преобразования фазовых переменных и растяжения
шкалы времени может быть сведена произвольная квадратичная система.

Система (1) на вещественной фазовой плоскости может иметь только предельные
циклы, окружающие лишь одну особую точку – фокус, а всего она имеет не более двух
фокусов [1]. Отсюда следует, что если система (1) имеет предельные циклы, то возможны
их следующие распределения на фазовой плоскости: 1) 𝑛, 𝑛 > 0 , 2) (𝑛1, 𝑛2) , 𝑛1 ≥ 0 ,
𝑛2 ≥ 0 , 𝑛1 + 𝑛2 > 0.

В работах [2,3] Л.А. Черкасом с помощью комбинированного применения системы
прогноза Смейла и признака Дюлака был получен набор квадратичных систем с раз-
личными распределениями предельных циклов и конфигурациями особых точек.
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Целью настоящей работы является развитие и дополнение результатов работ [2,3] за
счет изучения распределений предельных циклов двухпараметрических семейств квад-
ратичных систем (1) с конфигурациями особых точек вида 𝐹 +𝐴+𝑆∞ , т.е систем, име-
ющих две особые точки – фокус в точке (1,−1) и антиседло в точке (𝑥0,−1/𝑥0), 𝑥0 < 0
в конечной части плоскости и одно седло в бесконечности.

Для нескольких случаев двухпараметрических семейств вещественных автономных
квадратичных систем (1) с указанной конфигурацией особых точек на плоскости рас-
сматриваемых параметров найдены области с одинаковыми распределениями предель-
ных циклов. Идея исследования основана на комбинированном применении системы про-
гноза Смейла и признака Дюлака– Черкаса [2,3]. Сначала каждая из изучаемых квад-
ратичных систем преобразуется в систему Льенара, для которой в плоскости рассмат-
риваемых параметров определяются области с одинаковыми распределениями решений
системы прогноза Смейла, что затем подтверждается при помощи построения функций
Дюлака–Черкаса. Построение квазиполиномиальных функций Дюлака–Черкаса сводит-
ся к решению сеточной задачи линейного программирования и является очень трудо-
емким процессом поскольку для каждой из областей с одинаковыми распределениями
решений системы прогноза Смейла подбор этих функций подходящей структуры, сеток
оптимизации и других элементов задачи линейного программирования проводится инди-
видуально. Однако такой подход позволяет исключить появление кратных предельных
циклов и решить 16-ю проблему Гильберта для рассмотренных двухпараметрических се-
мейств квадратичных систем, что невозможно достичь другими известными методами.
В итоге исследования получен следующий основной результат

Теорема. Система (1) при 𝑎02 = 14/13, 𝑎20 = −40 в полосе {(𝑎01, 𝑎11) ∈ 𝑊, 𝑊 : −
−37.08 ≤ 𝑎01 ≤ 36.001,−6.07 ≤ 𝑎11 ≤ 6.07} , плоскости параметров имеет области
со следующими распределениями предельных циклов (0, 0), (0, 1), (0, 1), (1, 1), (2; 0), (1, 2),
(1, 3) на фазовой плоскости.

Опыт применения нашего подхода дает уверенность в его эффективности для реше-
ния проблемы предельных циклов и в других случаях параметрических семейств поли-
номиальных систем.

Подробное изложение полученных результатов для системы (1) с указанной конфи-
гурацией особых точек представлено в статьях [4, 5].
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