
Аналитическая теория дифференциальных уравнений 7

В отличие от случая выше, здесь комплекснозначные функции 𝑤𝜀(𝑥) = 𝑢𝜀(𝑥)+ 𝑖𝑢𝜀(𝑥)
не являются аналитическими, вместо условий Коши-Римана выполнены равенства
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Теорема 2. При аппроксимации уравнения (3) системой (5) обобщенными решени-
ями задачи Коши являются распределения
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и только они.

Еще один способ аппрокимации задают системы вида{︃
𝑢′𝑥 = 1

𝜀2
𝛾𝑣2(𝑥)− 𝛾𝑢2(𝑥);

𝑣′𝑥 = −2𝛾𝑣(𝑥)𝑢(𝑥).
(6)

При фиксированном 𝜀 пара функций
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есть решение системы (6), причем при 𝜀→ 0 начальные условия стремятся к (𝐶, 0). Это
семейство сходится к распределению
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𝛾
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, 0
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. Заметим, что это распределение не

может быть обобщенным решением при аппроксимациях вида (5).
Существование качественно различных аппроксимирующих систем, приводящих к

разным обобщенным решениям, связано с уточнением математических моделей рассмат-
риваемых процессов и согласуется с прикладной стороной вопроса.
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О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ БЕКЛУНДА НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

В.И. Громак, А.Л. Кухарев

В теории нелинейных дифференциальных уравнений, как обыкновенных (ОДУ), так
и в частных производных (НЧП), мощным инструментом является метод преобразова-
ний Беклунда, позволяющий, в частности, по известным решениям строить новые реше-
ния. К ОДУ такого типа относятся уравнения Пенлеве, иерархии уравнений Пенлеве
[1], а среди уравнений НЧП - солитонные уравнения: Кортевега - де Фриза, sin-Гордона
и др. [2].

Рассмотрим иерархию нелинейных дифференциальных уравнений(︂
𝑑

𝑑𝑧
+ 2𝑤

)︂
L𝑁 [𝑤

′ − 𝑤2]− 𝑧𝑤 − 𝛼 = 0, 𝑁 = 1, 2, ..., (1)
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где оператор L определяется рекуррентным соотношением

𝑑

𝑑𝑧
L𝑁+1[𝑢] = [(

𝑑3

𝑑𝑧3
+ (4𝛾𝑢+ 𝛽𝑁)

𝑑

𝑑𝑧
+ 2𝛾𝑢𝑧)L𝑁 [𝑢], L1[𝑢] = 𝑢, 𝑢 = 𝑢(𝑧), 𝑁 = 1, 2, .... (2)

В уравнении (1) 𝑤 = 𝑤(𝑧, 𝛼, 𝛽, 𝛾)− искомая функция, 𝛼, 𝛽, 𝛾 − параметры (здесь и
далее 𝛽 = (𝛽1, ..., 𝛽𝑁−1) ).

Из (1), (2) имеем уравнения четного порядка, из которых первые три имеют вид

𝑤′′ = 2𝑤3 + 𝑧𝑤 + 𝛼 (3)

𝑤(4) = −(𝛽1 + 6(𝛾 − 1)𝑤′)𝑤′′ + (6𝛾 + 4)𝑤2𝑤′′ + 𝑤(𝑧 + (4 + 6𝛾)(𝑤′)2)+
+2𝛽1𝑤

3 − 6𝛾𝑤5 + 𝛼,
(4)

𝑤(6) = 𝛼− 6𝑠1𝛾𝑤
5 + 20𝛾2𝑤7 + 2𝑤3(𝑠2 − 10𝛾(4 + 3𝛾)(𝑤′)2)−

−10𝛾(4 + 3𝛾)𝑤4𝑤′′ − 𝑤′′(𝑠2 + 6𝑠1(𝛾 − 1)𝑤′ + 10𝛾(3𝛾 − 10)(𝑤′)2 + 20(𝛾 − 1)𝑤(3))+
+𝑤(𝑧 + 2𝑠1(3𝛾 + 2)(𝑤′)2 + 40(𝛾2 − 𝛾)(𝑤′)3 + 6(5𝛾 + 2)(𝑤′′)2 + 8(5𝛾 + 2)𝑤′𝑤(3))−
−(𝑠1 + 10(𝛾 − 1)𝑤′)𝑤(4) + 2𝑤2((𝑠1(3𝛾 + 2) + 30(𝛾2 − 𝛾)𝑤′)𝑤′′ + (5𝛾 + 2)𝑤(4)),

где 𝑠1 = 𝛽1 + 𝛽2, 𝑠2 = 𝛽1𝛽2.
Заметим, что уравнение (1) с рекуррентным соотношением (2) для оператора L𝑁 с

ограничением 𝛾 = 1 определяет стандартную иерархию второго уравнения Пенлеве (3)
и в этом смысле можно считать иерархию (1) обобщением стандартной иерархии второго
уравнения Пенлеве.

Если ввести функции 𝑞(𝑧) := 𝑤′ − 𝑤2, Φ(𝑞(𝑧)) := L𝑁 [𝑞(𝑧)] − 𝑧/2, то уравнение (1)
можно записать в виде эквивалентной системы

𝑞(𝑧) := 𝑤′ − 𝑤2, Φ′ + 2𝑤Φ− 𝜎 = 0, 𝜎 = 𝛼− 1/2,

а для определения функции 𝑞(𝑧) имеем уравнение

Φ′′ − (Φ′)2

2Φ
+ 2𝑞Φ +

𝜎2

2Φ
= 0, (5)

которое в случае 𝛾 = 1 определяет иерархию уравнения 𝑃34 , а уравнение Φ(𝑞) = 0
определяет иерархию первого уравнения Пенлеве.

Уравнение (5) инвариантно относительно преобразования

𝑆 : 𝑞(𝑧, 𝜎) → 𝑞(𝑧, 𝜎̂) = 𝑞(𝑧,−𝜎),

которое используем для построения преобразования Беклунда уравнения (1).
Теорема 1. Пусть 𝑤 = 𝑤(𝑧, 𝛼, 𝛽, 𝛾) − решение уравнения (1) при фиксированных

значениях параметров, такое, что L𝑁 [𝑤
′ − 𝑤2] ̸= 𝑧/2. Тогда преобразование

𝐵1 : 𝑤 → 𝑤̃ = 𝑤 − 2𝛼− 1

2L𝑁 [𝑤′ − 𝑤2]− 𝑧
(6)

определяет решение уравнения (1) при ( 𝛼̃, 𝛽, 𝛾) = (−𝛼 + 1, 𝛽, 𝛾).
Известно, что в случае 𝛾 = 1 уравнение (1) имеет дополнительную симметрию

𝑆 : 𝑤(𝑧, 𝛼, 𝛽, 1) → 𝑤̃(𝑧, 𝛼̃, 𝛽, 1) = −𝑤(𝑧,−𝛼, 𝛽, 1),
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которая вместе с преобразованием (6) позволяет построить алгебру симметрий Вейля
типа 𝐴

(1)
1 для стандартной иерархии второго уравнения Пенлеве. B частности, мож-

но построить рациональные решения для всех 𝛼 ∈ Z и решения Эйри для всех 𝛼 =
= 𝑛 + 1/2, 𝑛 ∈ Z. Уравнение (1) в общем случае такой симметрии не имеет. Однако,
для некоторых значений параметров уравнение (1) также может иметь дополнительные
симметрии. Так, например, для уравнения (4) с ограничением 𝛽1 = 0, 𝛾 = 1/6 имеем
уравнение

𝑤(4) − 5𝑤′𝑤′′ − 5𝑤2𝑤′′ − 5𝑤(𝑤′)2 − 𝑧𝑤 + 𝑤5 − 𝛼 = 0, (7)

которое вместе с симметрией (6) имеет дополнительную симметрию.
Теорема 2. Пусть 𝑤 = 𝑤(𝑧, 𝛼) − решение уравнения (7) при фиксированном зна-

чении параметра 𝛼 , такое, что

𝑅(𝑧, 𝑤) = 𝑧 − 𝑤4 − 4𝑤2𝑤′ − 3(𝑤′)2 + 𝑤𝑤′′ + 𝑤′′′ ̸= 0.

Тогда преобразование
𝐵2 : 𝑤 → 𝑤̃ = 𝑤 + 2(𝛼 + 1)/𝑅(𝑧, 𝑤)

определяет решение уравнения (7) при 𝛼̃ = −𝛼− 2.
Заметим, что уравнение (7) является уравнением четвертого порядка иерархии (𝐾2) ,

для которого, используя композиции преобразований 𝐵1 и 𝐵2, можно построить все ра-
циональные решения и специальные классы трансцендентных решений [3], а формулы
(1), (2) в этом случае определяют альтернативный метод определения уравнения чет-
вертого порядка иерархии (𝐾2) .

Литература

1. Gromak V. I. The Backlund transformations of the higher order Painleve equations. // CRM
Proceedining and Lecture Notes, Amer. Math. Soc., Providence. 2001. Vol. 29. P. 3-28.

2. Rogers C., Schief W.K. Backlund and Darboux Transformations. Geometry and modern applications in
soliton theory. Cambridge University Press. Cambridge, 2002.

3. Gromak V. I. On Fourth-Order Nonlinear Differential Equations with the Painleve Property. //
Differential Equations, 2006. Vol. 42. No. 8. P. 1076–1085.

О ГЛОБАЛЬНОЙ МЕРОМОРФНОСТИ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ
УРАВНЕНИЙ, СВЯЗАННЫХ СО ВТОРЫМ УРАВНЕНИЕМ ПЕНЛЕВЕ И

ЕГО ИЕРАРХИЕЙ

Е.В. Громак, В.И. Громак

В работе рассматриваются аналитические свойства решений линейных уравнений
второго порядка с коэффициентами, зависящими от решений второго уравнения Пен-
леве и решений первых уравнений обобщенной иерархии второго уравнения Пенлеве.
Методом Фробениуса установлены достаточные условия мероморфности общего реше-
ния и интегрируемость в замкнутой форме в рациональных функциях линейного уравне-
ния второго порядка с потенциалом, связанным с рациональными решениями уравнений
обобщенной иерархии, которая имеет вид

̃︀𝑃 [2𝑁 ]
2 :

(︂
𝑑

𝑑𝑧
+ 2𝑤

)︂ ̃︀𝐿𝑁 [𝑤
′ − 𝑤2]− 𝑧𝑤 − 𝛼 = 0, 𝑁 = 1, 2, ...., (1)




