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К РАЗРЕШИМОСТИ И ПОСТРОЕНИЮ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ВАЛЛЕ–ПУССЕНА ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ

ЛЯПУНОВА ВТОРОГО ПОРЯДКА

А. И.Кашпар

Исследуется обобщение задачи [1, 2]
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, (1)

X(0) = M, X(𝜔) = N, (2)

где (𝑡,X) ∈ 𝐼 × R𝑛×𝑛, A,B,C𝑖 ∈ C (𝐼, R𝑛×𝑛) , F ∈ C (𝐷,R𝑛×𝑛) , 𝐷 = {(𝑡,X,Y) : 𝑡 ∈
𝐼, ‖X‖ < 𝜌1, ‖Y‖ < 𝜌2} , Y = 𝑑X/𝑑𝑡, 𝐼 = [0, 𝜔] , 0 < 𝜌𝑖 ≤ ∞ (𝑖 = 1, 2), M, N – заданные
вещественные матрицы. Предполагается также, что функция F(𝑡,X,Y) удовлетворяет
относительно X,Y в области 𝐷 условию Липшица (локально).

В данной работе, являющейся продолжением и развитием [1–5], с помощью метода [6]
получены конструктивные достаточные условия однозначной разрешимости и алгоритм
построения решения задачи (1), (2).

Приняты следующие обозначения:

̃︀F(𝑡,X,Y) = C1(𝑡)Y + YC2(𝑡) + F(𝑡,X,Y), ̃︀PUV = M + PUV + L1(0,0),̃︀QUV = QUV + L2(0,0), 𝛾 = ‖Φ−1‖, 𝑐𝑖 = max
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где 𝑡 ∈ 𝐼, 0 < 𝜌𝑖 < 𝜌𝑖 (𝑖 = 1, 2) ; U(𝑡) , V(𝑡) – интегральные матрицы уравнений
𝑑U/𝑑𝑡 = A(𝑡)U (U(0) = E), 𝑑V/𝑑𝑡 = VB(𝑡) (V(0) = E), E – единичная матрица;
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PUV(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0
U(𝜏)(Φ−1(N − M))V(𝜏)𝑑𝜏 , QUV(𝑡) = U(𝑡) (Φ−1(N − M))V(𝑡); Φ – линей-

ный оператор, ΦZ(𝑡) =
∫︀ 𝜔

0
U(𝜏)Z(𝑡)V(𝜏)𝑑𝜏 , Z(𝑡) = U−1(𝑡)Y(𝑡)V−1(𝑡);

𝐿𝑖 = 𝐿𝑖(𝜌1, 𝜌2) − постоянные Липшица для F(𝑡,X,Y) в области 𝐺 ;
‖X‖𝐶 = max

𝑡
‖X(𝑡)‖ – норма непрерывной матрицы-функции в банаховой алгебре, ‖·‖ –

определенная норма матрицы в этой алгебре, например любая из норм, приведенных
в [7, с. 21]; L1, L2 – интегральные операторы, определяемые на основе интегральной
задачи, эквивалентной (1), (2),

X = M + PUV(𝑡) + L1(X,Y), Y = QUV(𝑡) + L2(X,Y). (3)

Интегральная задача (3) в явном виде дается соотношениями
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Теорема. Пусть оператор Φ однозначно обратим и выполнены неравенства

𝑝1𝜌1 + 𝑞1𝜌2 + ℎ1 ≤ 𝜌1, 𝑝2𝜌1 + 𝑞2𝜌2 + ℎ2 ≤ 𝜌2, 𝑝1 + 𝑞2 < 1.

Тогда задача (1), (2) однозначно разрешима в области 𝐺 , при этом справедлива оценка
Z ≤ (E − P)−1H .

Замечание. Приведенная теорема, как и [1–5], представляет собой обобщение [8, с.
497] на случай области более общей конфигурации.

Для построения решения задачи (4), (5) разработан алгоритм классического типа
(см., например [9, с. 605]), который применительно к операторной системе (3) имеет вид

X𝑘+1 = M + PUV(𝑡) + L1(X𝑘,Y𝑘), Y𝑘+1 = QUV(𝑡) + L2(X𝑘,Y𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, ..., (6)

где X0(𝑡),Y0(𝑡) – произвольные матрицы класса C (𝐼, R𝑛×𝑛) , принадлежащие множе-
ству �̃� = {(X(𝑡), Y(𝑡)) : ‖X‖𝐶 ≤ 𝜌1, ‖Y‖𝐶 ≤ 𝜌2} , при этом все приближения удовлетво-
ряют условию (2).

Алгоритм (6) для интегральной задачи (4), (5) имеет вид

X𝑘+1(𝑡) = M + PUV(𝑡)+

+
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0
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KU(𝜏, 𝑠)̃︀F (𝑠,X𝑘(𝑠),Y𝑘(𝑠))KV(𝑠, 𝜏)𝑑𝑠

⎞⎠𝑑𝜏
⎞⎠V(𝜙)𝑑𝜙,

𝑘 = 0, 1, 2, ...,
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Y𝑘+1(𝑡) = QUV(𝑡) + U(𝑡)Φ−1

⎛⎝ 𝜔∫︁
0

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

KU(𝜏, 𝑠)̃︀F (𝑠,X𝑘(𝑠),Y𝑘(𝑠))KV(𝑠, 𝜏)𝑑𝑠

⎞⎠𝑑𝜏
⎞⎠V(𝑡).

Исследована сходимость, скорость сходимости данного алгоритма, а также получены
соответствующие оценки типа [1, 2].
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К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ ЗАДАЧАМ С УСЛОВИЯМИ
ИНТЕГРАЛЬНОГО ТИПА

В.Н. Лаптинский

Исследуется задача типа [1] отыскания 𝑥 ∈ C1(𝐼,R𝑛) из совокупности соотношений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝑓(𝑡), (1)

𝑏𝑖∫︁
𝑎𝑖

Ψ𝑖(𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = 𝜇𝑖, (2)

где 𝐴 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝑓 ∈ C(𝐼,R𝑛), Ψ𝑖 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝜇𝑖 ∈ R𝑛, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝐼 = [0, 𝜔], 𝑖 = 1, 𝑘,
𝜔 > 0 .

Система (2) представляет собой обобщение задачи [2], а при 𝑘 = ∞ – задач [3, с. 264],
[4, гл. IX, §5]. Вводятся также матрицы Φ𝑖 ∈ C1(𝐼,R𝑛×𝑛), возможно, базисного типа
[5, гл. 4], в частности, Φ𝑖(𝑡) = Ψ𝑖(𝑡).

В данной работе результаты [1] развиты применительно к (1), (2). Сначала опреде-
ляется структура типа [1], [5, гл. 4] решения задачи. Пусть эта задача разрешима. Для




