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Y𝑘+1(𝑡) = QUV(𝑡) + U(𝑡)Φ−1

⎛⎝ 𝜔∫︁
0

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

KU(𝜏, 𝑠)̃︀F (𝑠,X𝑘(𝑠),Y𝑘(𝑠))KV(𝑠, 𝜏)𝑑𝑠

⎞⎠𝑑𝜏
⎞⎠V(𝑡).

Исследована сходимость, скорость сходимости данного алгоритма, а также получены
соответствующие оценки типа [1, 2].
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К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ ЗАДАЧАМ С УСЛОВИЯМИ
ИНТЕГРАЛЬНОГО ТИПА

В.Н. Лаптинский

Исследуется задача типа [1] отыскания 𝑥 ∈ C1(𝐼,R𝑛) из совокупности соотношений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝑓(𝑡), (1)

𝑏𝑖∫︁
𝑎𝑖

Ψ𝑖(𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = 𝜇𝑖, (2)

где 𝐴 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝑓 ∈ C(𝐼,R𝑛), Ψ𝑖 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝜇𝑖 ∈ R𝑛, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝐼 = [0, 𝜔], 𝑖 = 1, 𝑘,
𝜔 > 0 .

Система (2) представляет собой обобщение задачи [2], а при 𝑘 = ∞ – задач [3, с. 264],
[4, гл. IX, §5]. Вводятся также матрицы Φ𝑖 ∈ C1(𝐼,R𝑛×𝑛), возможно, базисного типа
[5, гл. 4], в частности, Φ𝑖(𝑡) = Ψ𝑖(𝑡).

В данной работе результаты [1] развиты применительно к (1), (2). Сначала опреде-
ляется структура типа [1], [5, гл. 4] решения задачи. Пусть эта задача разрешима. Для
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возможных решений класса C1(𝐼,R𝑛) системы (2) при выполнении условия невырож-
денности матриц, определяемых далее по тексту, получено выражение

𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡) + L𝑡(𝑦) + 𝑔(𝑡), (3)

где 𝑦(𝑡) – вспомогательная функция, аналогичная [1], последовательно доопределяемая
в рамках соответствующего алгоритма с сохранением произвола, L𝑡(𝑦), 𝑔(𝑡) – соответ-
ственно линейный однородный интегральный оператор и функция, получаемые по алго-
ритму

L𝑗+1(𝑦𝑗+1) = L𝑗(𝑦𝑗+1)− L𝑗(Φ𝑗+1)
(︁

˜Ψ𝑗+1L𝑗(Φ𝑗+1)
)︁−1

𝑏𝑗+1∫︁
𝑎𝑗+1

Ψ𝑗+1 (𝑦𝑗+1 + L𝑗(𝑦𝑗+1)) 𝑑𝜏, (4)

𝑔𝑗+1 = 𝑔𝑗 + L𝑗(Φ𝑗+1)
(︁

˜Ψ𝑗+1L𝑗(Φ𝑗+1)
)︁−1

⎡⎢⎣𝜇𝑗+1 −
𝑏𝑗+1∫︁

𝑎𝑗+1

Ψ𝑗+1𝑔𝑗𝑑𝜏

⎤⎥⎦ , (5)

𝑗 = 0, 𝑘 − 1, тильдой сверху обозначен интеграл по промежутку [𝑎𝑗, 𝑏𝑗] , при этом
L0(𝑦1) = 0, L0(Φ1) = Φ1, 𝑔0 = 0, L𝑘(𝑦𝑘) = L(𝑦), 𝑦𝑘 = 𝑦, 𝑎0 = 𝑏0 = 0,

det
(︁

˜Ψ𝑗+1L𝑗(Φ𝑗+1)
)︁
̸= 0, 𝑗 = 0, 𝑘 − 1. (6)

Выполнение условия (6) обеспечивает реализуемость процесса (4), (5) построения
L𝑡(𝑦), 𝑔(𝑡), начиная с

L1(𝑦1) = −Φ1

(︁
Ψ̃1Φ1

)︁−1
𝑏1∫︁

𝑎1

Ψ1𝑦1𝑑𝜏, 𝑔1 = Φ1

(︁
Ψ̃1Φ1

)︁−1

𝜇1.

Соотношение (3) принимается за основу как представление типа [1, 2], [5, гл. 4] ре-
шения задачи (1), (2). Следуя методике, используемой в [1], сведём эту задачу к эквива-
лентному интегральному уравнению. Общее решение уравнения (1) имеет вид

�̃�(𝑡) = 𝑈(𝑡)

⎡⎣𝑥0 + 𝑡∫︁
0

𝑈−1(𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏

⎤⎦ , (7)

где 𝑈(𝑡) (𝑈(0) = 𝐸 – единичная матрица) – фундаментальная матрица, 𝑥0 = 𝑥(0) .
Далее следует согласовать функции 𝑥(𝑡), �̃�(𝑡). Из (3) имеем

𝑥0 = 𝑦0 + L0(𝑦) + 𝑔0. (8)

На основе (3), (7), (8) получим

𝑥(𝑡) = 𝑈(𝑡) [𝑦0 + L0(𝑦) + 𝑔0] + 𝑈(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑈−1(𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏, (9)

Произвол функции 𝑦(𝑡) обеспечивает условие (8) согласования выражений (3), (7).
Искомое интегральное уравнение имеет вид

𝑦(𝑡) = K𝑡(𝑦) + 𝑝(𝑡), (10)
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где

K𝑡(𝑦) = 𝑈(𝑡)L0(𝑦)− L𝑡(𝑦), 𝑝(𝑡) = 𝑈(𝑡)

⎡⎣𝑦0 + 𝑔0 +

𝑡∫︁
0

𝑈−1(𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏

⎤⎦− 𝑔(𝑡).

Однозначная обратимость операций, используемых при получении (10), позволяет
выполнить переход от (10) с учётом (3) к (1), (2). Тем самым, всякое непрерывное реше-
ние уравнения (10) является решением задачи (1), (2) в представлении (3). Это означает
эквивалентность интегральной задачи (10) дифференциальной задаче (1) с интеграль-
ными условиями (2).

Для изучения разрешимости в пространстве C(𝐼,R𝑛) уравнения (10) воспользуемся
принципом сжимаемых отображений [3, с. 604]. Пусть 𝑞 = ‖K𝑡(𝑦)‖𝐶 – норма оператора
K𝑡(𝑦) в этом пространстве. На основании этого принципа при выполнении условия 𝑞 < 1
уравнение (10) однозначно разрешимо, при этом справедлива оценка

‖𝑦(𝑡)‖𝐶 ⩽
ℎ

1− 𝑞

(︂
ℎ = max

𝑡∈𝐼
‖𝑝(𝑡)‖

)︂
. (11)

Вместо (11) можно получить грубую, но явную оценку, если K𝑡(𝑦) представить в
следующем виде:

K𝑡(𝑦) = 𝑈(𝑡) [L0(𝑦)− L𝑡(𝑦)] + [𝑈(𝑡)− 𝐸]L𝑡(𝑦).

Тогда
‖K𝑡(𝑦)‖ ⩽ ‖𝑈(𝑡)‖ ‖L0(𝑦)− L𝑡(𝑦)‖+ ‖𝑈(𝑡)− 𝐸‖ ‖L𝑡(𝑦)‖ . (12)

Для слагаемых в правой части (12) могут быть получены явные оценки.
Лемма. При выполнении условия 𝑞 < 1 уравнение (10) однозначно разрешимо, при

этом справедлива оценка (11).
Теорема. Пусть выполнено условие (6), а также 𝑞 < 1 . Тогда задача (1), (2) одно-

значно разрешима в представлении (3), при этом справедлива оценка

‖𝑥‖𝐶 ⩽
(1 + 𝑎)ℎ

1− 𝑞
+ 𝛿, где 𝛿 = max

𝑡∈𝐼
‖𝑔(𝑡)‖, 𝑎 = ‖L𝑡(𝑦)‖𝐶 .
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