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К КОНСТРУКТИВНОМУ АНАЛИЗУ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ЗАДАЧ ПЕРИОДИЧЕСКОГО

ТИПА

В.Н. Лаптинский

Изучается задача типа [1] построения 𝑥 ∈ C1(𝐼,R𝑛) из совокупности соотношений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝑓(𝑡), (1)

𝜔∫︁
0

𝐴(𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = −
𝜔∫︁

0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏, (2)

𝑏𝑖∫︁
𝑎𝑖

Ψ𝑖(𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = 𝜇𝑖, (3)

где 𝐴 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝑓 ∈ C(𝐼,R𝑛), Ψ𝑖 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝜇𝑖 ∈ R𝑛, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝐼 = [0, 𝜔], 𝑖 =
= 1, 𝑘; 𝜔 > 0; (1), (2) представляют собой периодическую краевую задачу в постановке
по методу регуляризации [2], [3, гл. 3]; (3) – обобщение интегральных условий [1], а при
𝑘 = ∞ – условий типа [4, с. 264], [5, гл. IX, §5]. Вводятся также матрицы Φ𝑖 ∈ C1(𝐼,R𝑛×𝑛),
возможно, базисного типа, Φ𝑖(0) = Φ𝑖(𝜔). Допускается случай 𝑓(𝑡) = 0 .

Для отыскания решения задачи (1)–(3) сначала для возможных решений класса
C1(𝐼,R𝑛) системы (3) с помощью методики [6, 7] при выполнении условия невырож-
денности матриц, определяемых далее по тексту, получено выражение типа [1]

𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡) + L𝑡(𝑦) + 𝑔(𝑡), (4)

где 𝑦(𝑡) – вспомогательная функция, аналогичная [1], последовательно доопределяемая
в рамках соответствующего алгоритма с сохранением произвола, L𝑡(𝑦), 𝑔(𝑡) – соответ-
ственно линейный однородный интегральный оператор и функция, конструируемые по
алгоритму

L𝑗+1(𝑦𝑗+1) = L𝑗(𝑦𝑗+1)− L𝑗(Φ𝑗+1)
(︁

˜Ψ𝑗+1L𝑗(Φ𝑗+1)
)︁−1

𝑏𝑗+1∫︁
𝑎𝑗+1

Ψ𝑗+1 (𝑦𝑗+1 + L𝑗(𝑦𝑗+1)) 𝑑𝜏, (5)

𝑔𝑗+1 = 𝑔𝑗 + L𝑗(Φ𝑗+1)
(︁

˜Ψ𝑗+1L𝑗(Φ𝑗+1)
)︁−1

⎡⎢⎣𝜇𝑗+1 −
𝑏𝑗+1∫︁

𝑎𝑗+1

Ψ𝑗+1𝑔𝑗𝑑𝜏

⎤⎥⎦ , (6)

𝑗 = 0, 𝑘 − 1, тильдой сверху обозначен интеграл по промежутку [𝑎𝑗, 𝑏𝑗] , при этом
L0(𝑦1) = 0, L0(Φ1) = Φ1, 𝑔0 = 0, L𝑘(𝑦𝑘) = L𝑡(𝑦), 𝑦𝑘 = 𝑦, 𝑎0 = 𝑏0 = 0,

det
(︁

˜Ψ𝑗+1L𝑗(Φ𝑗+1)
)︁
̸= 0, 𝑗 = 0, 𝑘 − 1. (7)

Условие (7) обеспечивает выполнимость структурных элементов алгоритма (5), (6).
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Соотношение (4) принимается за основу как представление типа [1], [3, гл. 4] решения
задачи (1)–(3). Следуя методике, используемой в [1], эта задача сводится к эквивалент-
ному интегральному уравнению, исходя из (4) и интегрального уравнения [3, гл. 2],

𝑥(𝑡) =

𝜔∫︁
0

K(𝑡, 𝜏) [𝐴(𝜏)𝑥(𝜏) + 𝑓(𝜏)] 𝑑𝜏 − 𝐴−1

𝜔∫︁
0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏 , (8)

полученного при выполнении условия

det𝐴 ̸= 0, (9)

где

K(𝑡, 𝜏) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐴−1

𝜏∫︀
0

𝐴(𝜎)𝑑𝜎, 0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝜔,

−𝐴−1
𝜔∫︀
𝜏

𝐴(𝜎)𝑑𝜎, 0 ⩽ 𝑡 < 𝜏 ⩽ 𝜔.

Используя произвол функции 𝑦(𝑡), получим (4), (8)

𝑦(𝑡) =

𝜔∫︁
0

K(𝑡, 𝜏)𝐴(𝜏) [𝑦(𝜏) + L𝜏 (𝑦)] 𝑑𝜏 − L𝑡(𝑦) + 𝑝(𝑡), (10)

где

𝑝(𝑡) =

𝜔∫︁
0

K(𝑡, 𝜏) [𝐴(𝜏)𝑔(𝜏) + 𝑓(𝜏)] 𝑑𝜏 − 𝑔(𝑡)− 𝐴−1

𝜔∫︁
0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏 .

Однозначная обратимость операций, используемых при получении (10), позволяет
выполнить корректный переход от (10) к (1)–(3) с учётом (4). Тем самым, всякое непре-
рывное решение уравнения (10) является решением задачи (1)–(3) в представлении (4).

Для анализа разрешимости уравнения (10) в пространстве C(𝐼,R𝑛) воспользуемся
принципом сжимающих отображений [4, с. 604] на основе соответствующего (10) опера-
торного уравнения

𝑦 = 𝐺𝑡(𝑦) + 𝑝(𝑡), (11)

где 𝐺𝑡(𝑦) – интегральный оператор, определяемый правой частью (10).
Обозначения:

𝑎 = ‖L𝑡(𝑦)‖𝐶 , 𝑏 = ‖𝐺𝑡(𝑦)‖𝐶 , ℎ = max
𝑡∈𝐼

‖𝑝(𝑡)‖, 𝛿 = max
𝑡∈𝐼

‖𝑔(𝑡)‖.

Лемма. При выполнении условия 𝑏 < 1 решение уравнения (11) существует и един-
ственно, при этом справедлива оценка

‖𝑦‖𝐶 ⩽
ℎ

1− 𝑏
.

Теорема. Пусть выполнены условия (7), (9), а также 𝑏 < 1. Тогда задача (1)–
(3) однозначно разрешима в представлении (4), при этом справедлива оценка ‖𝑥‖𝐶 ⩽
(1 + 𝑎)ℎ

1− 𝑏
+ 𝛿.

Для построения решения 𝑥(𝑡) может быть использован классический метод последо-
вательных приближений [4, с. 605].
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ПЕРИОДИЧЕСКАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ МАТРИЧНОГО
УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА – РИККАТИ С ПАРАМЕТРОМ

О.А. Маковецкая

Исследуется краевая задача типа [1,2]

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵(𝑡) +𝐺(𝑡,𝑋) + 𝜆𝐹 (𝑡,𝑋), (1)

𝑋(0, 𝜆) = 𝑋(𝜔, 𝜆), (2)

где (𝑡,𝑋) ∈ 𝐼×R𝑛×𝑛 , 𝐺(𝑡,𝑋) = 𝑄1(𝑡)𝑋
2+𝑋𝑄2(𝑡)𝑋+𝑋2𝑄3(𝑡) , 𝐴,𝐵,𝑄𝑖 ∈ C (𝐼,R𝑛×𝑛)(𝑖 =

= 1, 2, 3), 𝐹 ∈ C(𝐷𝜌,R𝑛×𝑛) . Предполагается, что матрица-функция 𝐹 (𝑡,𝑋) в области
𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ < 𝜌} , удовлетворяет относительно 𝑋 условию Липшица
(локально): 𝐹 (𝑡, 0) ̸≡ 0 ; 𝐼 = [0, 𝜔] , 𝜔 > 0 , 0 < 𝜌 ≤ ∞ , 𝜆 ∈ R .

В случае 𝑄𝑖 = 0 , 𝜆 = 1 эта задача конструктивными методами [3] изучалась в
[4, 5 и др.]. С помощью качественных методов задача (1), (2) в области 𝐼 × R𝑛×𝑛 рас-
сматривалась в работе [6]. Предлагаемая работа является продолжением, обобщением и
развитием [1, 2, 7]. Задача (1), (2) рассматривается в банаховой алгебре непрерывных
матриц-функций с нормой ‖𝑋‖C = max

𝑡∈𝐼
‖𝑋(𝑡)‖ , где ‖ · ‖C – определенная норма матриц

в этой алгебре, например любая из норм, приведенных в [8, c.21],
Введем следующие обозначения:

𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜔, ‖𝑋‖ ≤ 𝜌},𝑀 =

𝜔∫︁
0

𝐴(𝜏)𝑑𝜏,𝑁 = −
𝜔∫︁

0

𝐵(𝜏)𝑑𝜏,

𝛾 = ‖Φ−1(𝜔)‖, 𝛼 = max
𝑡

‖𝐴(𝑡)‖, 𝛽 = max
𝑡

‖𝐵(𝑡)‖, 𝛿𝑖 = max
𝑡

‖𝑄𝑖(𝑡)‖(𝑖 = 1, 2, 3),

ℎ = max
𝑡

‖𝐹 (𝑡, 0)‖, 𝜀 = |𝜆|, 𝑞(𝜌, 𝜀) = 𝑞1(𝜌) + 𝑞2(𝜌)𝜀, 𝜙(𝜌, 𝜀) = 𝜙1(𝜌) + 𝜙2(𝜌)𝜀,




