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ПЕРИОДИЧЕСКАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ МАТРИЧНОГО
УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА – РИККАТИ С ПАРАМЕТРОМ

О.А. Маковецкая

Исследуется краевая задача типа [1,2]

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵(𝑡) +𝐺(𝑡,𝑋) + 𝜆𝐹 (𝑡,𝑋), (1)

𝑋(0, 𝜆) = 𝑋(𝜔, 𝜆), (2)

где (𝑡,𝑋) ∈ 𝐼×R𝑛×𝑛 , 𝐺(𝑡,𝑋) = 𝑄1(𝑡)𝑋
2+𝑋𝑄2(𝑡)𝑋+𝑋2𝑄3(𝑡) , 𝐴,𝐵,𝑄𝑖 ∈ C (𝐼,R𝑛×𝑛)(𝑖 =

= 1, 2, 3), 𝐹 ∈ C(𝐷𝜌,R𝑛×𝑛) . Предполагается, что матрица-функция 𝐹 (𝑡,𝑋) в области
𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ < 𝜌} , удовлетворяет относительно 𝑋 условию Липшица
(локально): 𝐹 (𝑡, 0) ̸≡ 0 ; 𝐼 = [0, 𝜔] , 𝜔 > 0 , 0 < 𝜌 ≤ ∞ , 𝜆 ∈ R .

В случае 𝑄𝑖 = 0 , 𝜆 = 1 эта задача конструктивными методами [3] изучалась в
[4, 5 и др.]. С помощью качественных методов задача (1), (2) в области 𝐼 × R𝑛×𝑛 рас-
сматривалась в работе [6]. Предлагаемая работа является продолжением, обобщением и
развитием [1, 2, 7]. Задача (1), (2) рассматривается в банаховой алгебре непрерывных
матриц-функций с нормой ‖𝑋‖C = max

𝑡∈𝐼
‖𝑋(𝑡)‖ , где ‖ · ‖C – определенная норма матриц

в этой алгебре, например любая из норм, приведенных в [8, c.21],
Введем следующие обозначения:

𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜔, ‖𝑋‖ ≤ 𝜌},𝑀 =

𝜔∫︁
0

𝐴(𝜏)𝑑𝜏,𝑁 = −
𝜔∫︁

0

𝐵(𝜏)𝑑𝜏,

𝛾 = ‖Φ−1(𝜔)‖, 𝛼 = max
𝑡

‖𝐴(𝑡)‖, 𝛽 = max
𝑡

‖𝐵(𝑡)‖, 𝛿𝑖 = max
𝑡

‖𝑄𝑖(𝑡)‖(𝑖 = 1, 2, 3),

ℎ = max
𝑡

‖𝐹 (𝑡, 0)‖, 𝜀 = |𝜆|, 𝑞(𝜌, 𝜀) = 𝑞1(𝜌) + 𝑞2(𝜌)𝜀, 𝜙(𝜌, 𝜀) = 𝜙1(𝜌) + 𝜙2(𝜌)𝜀,
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𝑞1(𝜌) = 3𝛾𝛿𝜔[(𝛼 + 𝛽)𝜔 + 2]𝜌+
1

2
𝛾𝜔2(𝛼 + 𝛽)2, 𝑞2(𝜌) = 𝛾𝜔𝐿[1 +

1

2
(𝛼 + 𝛽)𝜔],

𝜙1(𝜌) = 3𝛾𝛿𝜔[1 +
1

2
(𝛼 + 𝛽)𝜔]𝜌2 +

1

2
𝛾𝜔2(𝛼 + 𝛽)2𝜌, 𝜙2(𝜌) = [1 +

1

2
(𝛼 + 𝛽)𝜔](𝐿+ ℎ)𝛾𝜔,

𝜀1 =
𝜌− 𝜙1(𝜌)

𝜙2(𝜌)
, 𝜀2 =

1− 𝑞1(𝜌)

𝑞2(𝜌)
, 𝜀0 = min{𝜀1, 𝜀2},

где 𝛿 = max 𝛿𝑖(𝑖 = 1, 2, 3) , 0 < 𝜌 < 𝜌, 𝑡 ∈ 𝐼, 𝐿 = 𝐿(𝜌) > 0 – постоянная Липшица для
𝐹 (𝑡,𝑋) в области 𝐷𝜌 , Φ – линейный матричный оператор, Φ𝑍 =𝑀𝑍−𝑍𝑁 , 𝑍 ∈ R𝑛×𝑛 .

Теорема. Пусть выполнены следующие условия: матрицы 𝑀,𝑁 не имеют общих
характеристических чисел, 𝜙1(𝜌) < 𝜌 , 𝑞1(𝜌) < 1 . Тогда при |𝜆| < 𝜀0 решение зада-
чи (1), (2) в области 𝐷𝜌 существует и единственно, при этом справедлива оценка
‖𝑋‖C ≤ 𝜙(𝜌, 𝜀) .

Для построения решения задачи (1), (2) предложен алгоритм с явной вычислительной
схемой

𝑋𝑘+1(𝑡, 𝜆) = Φ−1
{︁ 𝜔∫︁

0

𝐴(𝜏)𝑑𝜏

𝑡∫︁
𝜏

[𝐴(𝜎)𝑋𝑘(𝜎, 𝜆) +𝑋𝑘(𝜎, 𝜆)𝐵(𝜎) +𝐺(𝜎,𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆))+

+𝜆𝐹 (𝜎,𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆))]𝑑𝜎 +

𝜔∫︁
0

(︁ 𝑡∫︁
𝜏

[𝐴(𝜎)𝑋𝑘(𝜎, 𝜆) +𝑋𝑘(𝜎, 𝜆)𝐵(𝜎)+

+𝐺(𝜎,𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆)) + 𝜆𝐹 (𝜎,𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆))]𝑑𝜎
)︁
𝐵(𝜏)𝑑𝜏−

−
𝜔∫︁

0

[𝐺(𝜏,𝑋𝑘(𝜏, 𝜆)) + 𝜆𝐹 (𝜏,𝑋𝑘(𝜏, 𝜆))]𝑑𝜏
}︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . , (3)

где 𝑋0 = 0 , 𝑋1 = −𝜆Φ−1
𝜔∫︀
0

𝐹 (𝜏, 0)𝑑𝜏 .

Изучены вопросы сходимости, скорости сходимости алгоритма (3), при этом получена
оценка

‖𝑋 −𝑋𝑘+1‖C ≤ 𝑞‖𝑋𝑘+1 −𝑋𝑘‖C + 𝑞2‖𝑋𝑘 −𝑋𝑘−1‖C
1− 𝑞

, 𝑘 = 1, 2, . . . (4)

Оценка (4) дополнена следующими оценками:

‖𝑋1 −𝑋0‖C ≤ 𝜀𝛾𝜔ℎ;

‖𝑋2 −𝑋1‖C ≤ 1

2
𝛾(𝛼 + 𝛽)𝜔2[(𝛼 + 𝛽)𝜌+ 𝜀ℎ] + 𝛾𝜔(3𝛿𝜌2 + 𝜀𝐿𝜌),

которые позволяют выразить оценку (4) через исходные данные задачи.
Для иллюстрации применения полученных результатов рассмотрена модельная за-

дача при 𝑛 = 2 .
Замечание. В [7] приведен алгоритм с неявной вычислительной схемой. Он неудобен

для реализации тем, что при построении приближений на каждом шаге итерации следует
решать соответствующее интегральное уравнение.
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К РЕГУЛЯРИЗАЦИИ ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА

И.И. Маковецкий

Рассматривается краевая задача

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵(𝑡) + 𝐹 (𝑡,𝑋), 𝑋 ∈ R𝑛×𝑛, (1)

𝑀𝑋(0) +𝑁𝑋(𝜔) = 0, (2)

где 𝐴,𝐵 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛)(𝑖 = 1, 2) , 𝐹 ∈ C(𝐷𝜌,R𝑛×𝑛) , 𝐼 = [0, 𝜔] , 𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ <
< 𝜌} , 𝜔 > 0 , 0 < 𝜌 ≤ ∞ , 𝑀,𝑁 – постоянные 𝑛 × 𝑛 -матрицы, функция 𝐹 (𝑡,𝑋)
удовлетворяет в 𝐷𝜌 относительно 𝑋 условию Липшица (локально); 𝐹 (𝑡, 0) ̸≡ 0 .

С помощью качественных методов задача (1), (2) рассматривалась в [1]. На основе
конструктивного метода [2, гл.3] эта задача изучалась в работах [3; 4, гл. 1-3] в банаховой
алгебре непрерывных матриц-функций 𝑋(𝑡) с нормой ‖𝑋‖C = max

𝑡∈𝐼
‖𝑋(𝑡)‖ , где ‖ · ‖ –

определенная норма матриц в этой алгебре.
Обозначения:

�̃�(𝜔) =

𝜔∫︁
0

𝐻(𝜏)𝑑𝜏,𝐻 ∈ {𝐴,𝐵}, 𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ ≤ 𝜌 < 𝜌},

𝑅 =𝑀−1(𝑀𝐴(𝜔)−𝑀 −𝑁), 𝑆 = −�̃�(𝜔),Ψ(𝑡)𝑋 = 𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵(𝑡),

Φ𝑋 = 𝑅𝑋 −𝑋𝑆,𝑚 = ‖𝑀−1(𝑀 +𝑁)‖, 𝛾 = ‖Φ−1‖, 𝛼 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐴(𝑡)‖, 𝛽 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐵(𝑡)‖,

ℎ = max
𝑡∈𝐼

‖𝐹 (𝑡, 0)‖, 𝑞 = 𝛾𝜔
[︁
(𝛼 + 𝛽 + 𝐿)

(︁
𝑚+

1

2
(𝛼 + 𝛽)𝜔

)︁
+ 𝐿

]︁
,

𝑞 = 𝛾(𝛼 + 𝛽)𝜔[𝑚+ 2−1(𝛼 + 𝛽)𝜔],

𝑝 = 𝛾𝜔ℎ
(︁
𝑚+

1

2
(𝛼 + 𝛽)𝜔 + 1

)︁
, 𝑞1 = (𝑞 − 𝑞)/(1− 𝑞) < 𝑞,




