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К РЕГУЛЯРИЗАЦИИ ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА

И.И. Маковецкий

Рассматривается краевая задача

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵(𝑡) + 𝐹 (𝑡,𝑋), 𝑋 ∈ R𝑛×𝑛, (1)

𝑀𝑋(0) +𝑁𝑋(𝜔) = 0, (2)

где 𝐴,𝐵 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛)(𝑖 = 1, 2) , 𝐹 ∈ C(𝐷𝜌,R𝑛×𝑛) , 𝐼 = [0, 𝜔] , 𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ <
< 𝜌} , 𝜔 > 0 , 0 < 𝜌 ≤ ∞ , 𝑀,𝑁 – постоянные 𝑛 × 𝑛 -матрицы, функция 𝐹 (𝑡,𝑋)
удовлетворяет в 𝐷𝜌 относительно 𝑋 условию Липшица (локально); 𝐹 (𝑡, 0) ̸≡ 0 .

С помощью качественных методов задача (1), (2) рассматривалась в [1]. На основе
конструктивного метода [2, гл.3] эта задача изучалась в работах [3; 4, гл. 1-3] в банаховой
алгебре непрерывных матриц-функций 𝑋(𝑡) с нормой ‖𝑋‖C = max

𝑡∈𝐼
‖𝑋(𝑡)‖ , где ‖ · ‖ –

определенная норма матриц в этой алгебре.
Обозначения:

𝐻̃(𝜔) =

𝜔∫︁
0

𝐻(𝜏)𝑑𝜏,𝐻 ∈ {𝐴,𝐵}, 𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ ≤ 𝜌 < 𝜌},

𝑅 =𝑀−1(𝑀𝐴(𝜔)−𝑀 −𝑁), 𝑆 = −𝐵̃(𝜔),Ψ(𝑡)𝑋 = 𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵(𝑡),

Φ𝑋 = 𝑅𝑋 −𝑋𝑆,𝑚 = ‖𝑀−1(𝑀 +𝑁)‖, 𝛾 = ‖Φ−1‖, 𝛼 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐴(𝑡)‖, 𝛽 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐵(𝑡)‖,

ℎ = max
𝑡∈𝐼

‖𝐹 (𝑡, 0)‖, 𝑞 = 𝛾𝜔
[︁
(𝛼 + 𝛽 + 𝐿)

(︁
𝑚+

1

2
(𝛼 + 𝛽)𝜔

)︁
+ 𝐿

]︁
,

𝑞 = 𝛾(𝛼 + 𝛽)𝜔[𝑚+ 2−1(𝛼 + 𝛽)𝜔],

𝑝 = 𝛾𝜔ℎ
(︁
𝑚+

1

2
(𝛼 + 𝛽)𝜔 + 1

)︁
, 𝑞1 = (𝑞 − 𝑞)/(1− 𝑞) < 𝑞,
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где 𝐿 = 𝐿(𝜌) > 0 – постоянная Липшица для 𝐹 (𝑡,𝑋) в области 𝐷𝜌 , оператор Φ и при
каждом 𝑡 ∈ 𝐼 оператор Ψ(𝑡) – линейные операторы R𝑛×𝑛 → R𝑛×𝑛 .

Теорема. Пусть выполнены следующие условия: det𝑀 ̸= 0 , матрицы 𝑅 , 𝑆 не
имеют общих характеристических чисел, 𝑞 < 1 , 𝑝/(1 − 𝑞) ≤ 𝜌 . Тогда в области 𝐷𝜌

решение 𝑋 = 𝑋(𝑡) задачи (1), (2) существует и единственно. Это решение пред-
ставимо как предел равномерно сходящейся по 𝑡 ∈ 𝐼 последовательности матричных
функций, определяемых рекуррентным интегральным соотношением, при этом спра-
ведлива оценка ‖𝑋‖C ≤ 𝑝/(1− 𝑞) .

Рекуррентное интегральное соотношение представляет собой итерационный алгоритм

𝑋𝑘(𝑡) = Φ−1L(𝑋𝑘(𝑡), 𝑋𝑘−1(𝑡)), 𝑘 ∈ N,

где в качестве начального значения функции 𝑋0 может быть взята любая функция из
пространства C(𝐼,R𝑛×𝑛) такая, что ‖𝑋0‖C ≤ 𝜌 , L – линейный оператор
L : C(𝐼,R𝑛×𝑛) → C1(𝐼,R𝑛×𝑛) , заданный равенством

𝐿(𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡)) =𝑀−1(𝑀 +𝑁)

𝜔∫︁
𝑡

(Ψ(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝐹 (𝜏, 𝑌 (𝜏)))𝑑𝜏+

+

𝜔∫︁
0

[𝐾𝐴(𝑡, 𝜏)(Ψ(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝐹 (𝜏, 𝑌 (𝜏)))+

+(Ψ(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝐹 (𝜏, 𝑌 (𝜏)))𝐾𝐵(𝑡, 𝜏)]𝑑𝜏 −
𝜔∫︁

0

𝐹 (𝜏, 𝑌 (𝜏))𝑑𝜏, (3)

где

𝐾𝐻(𝑡, 𝜏) =

{︃ ∫︀ 𝜏

0
𝐻(𝜎)𝑑𝜎, 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝜔,

−
∫︀ 𝜔

𝜏
𝐻(𝜎)𝑑𝜎, 0 ≤ 𝑡 < 𝜏 ≤ 𝜔.

Справедливы оценки

‖𝑋 −𝑋𝑚‖C ≤ 𝑞𝑚1 ‖𝑋1 −𝑋0‖C
1− 𝑞1

, ‖𝑋C‖ ≤ ‖𝑋0‖C +
‖𝑋1 −𝑋0‖C

1− 𝑞1
,

где при 𝑋0 = 0

‖𝑋1‖C ≤ 𝑝

1− 𝑞
.

Таким образом, оценки, характеризующие скорость сходимости алгоритма и область
локализации решения, имеют вид

‖𝑋 −𝑋𝑚‖C ≤ 𝑞𝑚1 𝑝

1− 𝑞
, ‖𝑋‖C ≤ 𝑝

1− 𝑞
.

Замечание. В работе [5] рассмотрен случай det𝑁 ̸= 0 . Как и в [5], вычислительная
схема алгоритма (3) является неявной, при этом приближенные решения, полученные
по этому алгоритму, удовлетворяют краевому условию (2).
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ОБОБЩЕННЫЙ ПЕРВЫЙ ИНТЕГРАЛ И ОТРАЖАЮЩАЯ ФУНКЦИЯ

В.И. Мироненко, В.В. Мироненко

Определение 1. Обобщенным первым интегралом дифференциальной системы

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ 𝑅, 𝑥𝑇 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛, (1)

мы называем дифференцируемую не вырождающуюся в постоянную по 𝑥 функцию
𝑈(𝑡, 𝑥), которая на каждом решении 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ (−𝛼;𝛼), системы (1) обращается в четную
функцию 𝑈(𝑡, 𝑥(𝑡)) = 𝜙𝑒𝑣(𝑡).

Естественно, что любой обыкновенный первый интеграл является обобщенным пер-
вым интегралом.

Определение 2. Отражающей функцией системы (1) названа [1] дифференцируе-
мая функция 𝐹 (𝑡, 𝑥), которая на каждом решении 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ (−𝛼;𝛼), удовлетворяет
соотношению 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡)) ≡ 𝑥(−𝑡).

Откуда следует, что дифференцируемая функция 𝐹 (𝑡, 𝑥) является отражающей
функцией системы (1) тогда и только тогда, когда она является решением задачи Коши

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝑓(−𝑡, 𝐹 ) = 0, 𝐹 (0, 𝑥) ≡ 𝑥.

Приложения отражающей функции можно посмотреть в [2-5] и других работах этих
авторов. Эти приложения основаны на том, что если 𝐹 (𝑡, 𝑥) — отражающая функция
2𝜔 -периодической системы, то 𝐹 (−𝜔, 𝑥) является отображением Пуанкаре этой системы
на периоде [−𝜔, 𝜔].

Теорема 1. Пусть 𝐹 (𝑡, 𝑥) = (𝐹1(𝑡, 𝑥), ..., 𝐹𝑛(𝑡, 𝑥))
𝑇 — отражающая функция диффе-

ренциальной системы (1). Тогда функции 𝑈𝑖(𝑡, 𝑥) := 𝑥𝑖 + 𝐹𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1;𝑛, являются
обобщенными первыми интегралами этой системы. Эти интегралы образуют базис во
множестве обобщенных первых интегралов в том смысле, что каждый обобщенный
первый интеграл 𝑉 (𝑡, 𝑥) можно записать в виде 𝑉 (𝑡, 𝑥) = Φ(𝑡, 𝑈1(𝑡, 𝑥), ..., 𝑈𝑛(𝑡, 𝑥)), где
Φ четна по первому аргументу.

Теорема 2. Пусть для дифференциального уравнения

𝑑𝜌

𝑑𝜙
=

𝑃 (𝜙, 𝜌)

1 + 2𝑚𝜌+ 𝑎 cos 𝜌+ 2𝑎𝑚(sin 𝜌+ 𝜌 cos 𝜌) +𝑚𝑎2 sin 2𝜌

выполнены условия:




