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ОБОБЩЕННЫЙ ПЕРВЫЙ ИНТЕГРАЛ И ОТРАЖАЮЩАЯ ФУНКЦИЯ

В.И. Мироненко, В.В. Мироненко

Определение 1. Обобщенным первым интегралом дифференциальной системы

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ 𝑅, 𝑥𝑇 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛, (1)

мы называем дифференцируемую не вырождающуюся в постоянную по 𝑥 функцию
𝑈(𝑡, 𝑥), которая на каждом решении 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ (−𝛼;𝛼), системы (1) обращается в четную
функцию 𝑈(𝑡, 𝑥(𝑡)) = 𝜙𝑒𝑣(𝑡).

Естественно, что любой обыкновенный первый интеграл является обобщенным пер-
вым интегралом.

Определение 2. Отражающей функцией системы (1) названа [1] дифференцируе-
мая функция 𝐹 (𝑡, 𝑥), которая на каждом решении 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ (−𝛼;𝛼), удовлетворяет
соотношению 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡)) ≡ 𝑥(−𝑡).

Откуда следует, что дифференцируемая функция 𝐹 (𝑡, 𝑥) является отражающей
функцией системы (1) тогда и только тогда, когда она является решением задачи Коши

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝑓(−𝑡, 𝐹 ) = 0, 𝐹 (0, 𝑥) ≡ 𝑥.

Приложения отражающей функции можно посмотреть в [2-5] и других работах этих
авторов. Эти приложения основаны на том, что если 𝐹 (𝑡, 𝑥) — отражающая функция
2𝜔 -периодической системы, то 𝐹 (−𝜔, 𝑥) является отображением Пуанкаре этой системы
на периоде [−𝜔, 𝜔].

Теорема 1. Пусть 𝐹 (𝑡, 𝑥) = (𝐹1(𝑡, 𝑥), ..., 𝐹𝑛(𝑡, 𝑥))
𝑇 — отражающая функция диффе-

ренциальной системы (1). Тогда функции 𝑈𝑖(𝑡, 𝑥) := 𝑥𝑖 + 𝐹𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1;𝑛, являются
обобщенными первыми интегралами этой системы. Эти интегралы образуют базис во
множестве обобщенных первых интегралов в том смысле, что каждый обобщенный
первый интеграл 𝑉 (𝑡, 𝑥) можно записать в виде 𝑉 (𝑡, 𝑥) = Φ(𝑡, 𝑈1(𝑡, 𝑥), ..., 𝑈𝑛(𝑡, 𝑥)), где
Φ четна по первому аргументу.

Теорема 2. Пусть для дифференциального уравнения

𝑑𝜌

𝑑𝜙
=

𝑃 (𝜙, 𝜌)

1 + 2𝑚𝜌+ 𝑎 cos 𝜌+ 2𝑎𝑚(sin 𝜌+ 𝜌 cos 𝜌) +𝑚𝑎2 sin 2𝜌

выполнены условия:
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1) функция 𝑎 = 𝑎(𝜙) имеет производную 𝑎′(𝜙) и 2𝜋 -периодична;
2) для функций 𝑃 (𝜙, 𝜌) верно тождество 𝑃 (𝜙, 0) ≡ 0 и справедливо соотношение
𝑃 (𝜙, 𝜌) + (1 + 2𝑚𝑈)𝑎′(𝜙) sin 𝜌 = Φ(𝜙,𝑈), где 𝑈 = 𝜌 + 𝑎(𝜙) sin 𝜌, а функция Φ(𝜙,𝑈)−
нечетна по первому аргументу.

Тогда функция 𝑈(𝜙, 𝜌) = 𝜌+𝑎(𝜙) sin 𝜌 представляет собой обобщенный первый инте-
грал рассматриваемого уравнения, а особая точка 𝜌 = 0 для этого уравнения является
центром при условии, что |𝑎(𝜙)| < 1 для всех 𝜙.
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О ДОПУСТИМЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ ТРЕХМЕРНЫХ АВТОНОМНЫХ
ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Э.В. Мусафиров

Так как многие качественные свойства решений систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, имеющих одну и ту же отражающую функцию Мироненко [1],
являются общими, то целесообразно для хорошо изученных систем искать возмуще-
ния, не изменяющие отражающую функцию Мироненко (так называемые допустимые
возмущения). Если удастся найти допустимые возмущения, то мы тем самым узнаем,
какие возмущения не меняют качественных свойств решений (устойчивость по Ляпуно-
ву, по Липшицу, глобальную экспоненциальную устойчивость, наличие периодических
решений и их асимптотическую устойчивость (неустойчивость), наличие хаотических
аттракторов), присущих решениям исходной невозмущенной системы.

Для поиска допустимых возмущений можно воспользоваться теоремой 1 из [2], кото-
рую сформулируем здесь в следующем виде:

Теорема 1. Если вектор–функции Δ𝑖(𝑡, 𝑥) ( 𝑖 = 1,𝑚 , где 𝑚 ∈ N или 𝑚 = ∞ )
удовлетворяют тождеству

𝜕Δ𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+
𝜕Δ𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝑋(𝑡, 𝑥)− 𝜕𝑋(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
Δ𝑖(𝑡, 𝑥) ≡ 0, (1)

то одинаковые отражающие функции Мироненко имеют системы 𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥) и 𝑥̇ =
= 𝑋(𝑡, 𝑥) +

∑︀𝑚
𝑖=1 𝛼𝑖(𝑡)Δ𝑖(𝑡, 𝑥) , где 𝑡 ∈ R , 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷 ⊂ R𝑛 , 𝛼𝑖(𝑡) — произ-

вольные непрерывные скалярные нечетные функции.
В качестве исходных систем рассматриваются известные автономные полиномиаль-

ные системы обыкновенных дифференциальных уравнений (т.е. системы у которых пра-
вая часть 𝑋(𝑡, 𝑥) ≡ 𝑋(𝑥) и компоненты вектора 𝑋(𝑥) — полиномы). Поиск допустимых
возмущений осуществляется методом неопределенных коэффициентов, используя тож-
дество (1) для вектор–функций Δ𝑖(𝑡, 𝑥) ≡ Δ𝑖(𝑥) компоненты которых — полиномы. В
этом случае тождество (1) имеет вид 𝜕Δ𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
𝑋(𝑥) ≡ 𝜕𝑋(𝑥)

𝜕𝑥
Δ𝑖(𝑥).




