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1) функция 𝑎 = 𝑎(𝜙) имеет производную 𝑎′(𝜙) и 2𝜋 -периодична;
2) для функций 𝑃 (𝜙, 𝜌) верно тождество 𝑃 (𝜙, 0) ≡ 0 и справедливо соотношение
𝑃 (𝜙, 𝜌) + (1 + 2𝑚𝑈)𝑎′(𝜙) sin 𝜌 = Φ(𝜙,𝑈), где 𝑈 = 𝜌 + 𝑎(𝜙) sin 𝜌, а функция Φ(𝜙,𝑈)−
нечетна по первому аргументу.

Тогда функция 𝑈(𝜙, 𝜌) = 𝜌+𝑎(𝜙) sin 𝜌 представляет собой обобщенный первый инте-
грал рассматриваемого уравнения, а особая точка 𝜌 = 0 для этого уравнения является
центром при условии, что |𝑎(𝜙)| < 1 для всех 𝜙.

Литература

1. Мироненко В. И. Отражающая функция и классификация периодических дифференциальных си-
стем. // Дифференциальные уравнения. 1984. Т. ХVII. № 9. C. 1603–1610.

2. Мироненко В.И. Отражающая функция и периодические решения дифференциальных уравнений.
Минск: Университетское, 1986.

3. Zhou Zhengxin. The Theory of Reflecting Function of Differential Equations and Applications Beijing:
2014.

2. Мироненко В. И. Отражающая функция и исследование многомерных дифференциальных си-
стем. Гомель, 2004.

5. Мусафиров Э.И. Временные симметрии дифференциальных систем. Пинск, 1966.

О ДОПУСТИМЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ ТРЕХМЕРНЫХ АВТОНОМНЫХ
ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Э.В. Мусафиров

Так как многие качественные свойства решений систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, имеющих одну и ту же отражающую функцию Мироненко [1],
являются общими, то целесообразно для хорошо изученных систем искать возмуще-
ния, не изменяющие отражающую функцию Мироненко (так называемые допустимые
возмущения). Если удастся найти допустимые возмущения, то мы тем самым узнаем,
какие возмущения не меняют качественных свойств решений (устойчивость по Ляпуно-
ву, по Липшицу, глобальную экспоненциальную устойчивость, наличие периодических
решений и их асимптотическую устойчивость (неустойчивость), наличие хаотических
аттракторов), присущих решениям исходной невозмущенной системы.

Для поиска допустимых возмущений можно воспользоваться теоремой 1 из [2], кото-
рую сформулируем здесь в следующем виде:

Теорема 1. Если вектор–функции Δ𝑖(𝑡, 𝑥) ( 𝑖 = 1,𝑚 , где 𝑚 ∈ N или 𝑚 = ∞ )
удовлетворяют тождеству

𝜕Δ𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+
𝜕Δ𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝑋(𝑡, 𝑥)− 𝜕𝑋(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
Δ𝑖(𝑡, 𝑥) ≡ 0, (1)

то одинаковые отражающие функции Мироненко имеют системы 𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥) и 𝑥̇ =
= 𝑋(𝑡, 𝑥) +

∑︀𝑚
𝑖=1 𝛼𝑖(𝑡)Δ𝑖(𝑡, 𝑥) , где 𝑡 ∈ R , 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷 ⊂ R𝑛 , 𝛼𝑖(𝑡) — произ-

вольные непрерывные скалярные нечетные функции.
В качестве исходных систем рассматриваются известные автономные полиномиаль-

ные системы обыкновенных дифференциальных уравнений (т.е. системы у которых пра-
вая часть 𝑋(𝑡, 𝑥) ≡ 𝑋(𝑥) и компоненты вектора 𝑋(𝑥) — полиномы). Поиск допустимых
возмущений осуществляется методом неопределенных коэффициентов, используя тож-
дество (1) для вектор–функций Δ𝑖(𝑡, 𝑥) ≡ Δ𝑖(𝑥) компоненты которых — полиномы. В
этом случае тождество (1) имеет вид 𝜕Δ𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
𝑋(𝑥) ≡ 𝜕𝑋(𝑥)

𝜕𝑥
Δ𝑖(𝑥).
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Используя Теорему 1 и указанный выше подход получены допустимые возмущения
для автономных 3-мерных полиномиальных систем таких как система Лоренц-84 [3],
система Лэнгфорда [4, 5], обобщённая система Лэнгфорда [6], обобщенная система Носе
– Гувера [7] и другие. В [8] получены допустимые возмущения модели нейрона Хиндмарш
– Роуз:

𝑥̇ = 𝑦 − 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 − 𝑧 + 𝐼,
𝑦̇ = 𝑐− 𝑑𝑥2 − 𝑦,
𝑧̇ = 𝑟 (𝑠 (𝑥− 𝛼)− 𝑧) ; 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝐼, 𝑟, 𝑠, 𝛼 ∈ R.

(2)

В частности, доказано следующее утверждение.
Теорема 2. Отражающие функции Мироненко системы (2) и системы

𝑥̇ = ((𝑏− 𝑎𝑥)𝑥2 + 𝑦 − 𝑧 + 𝐼) (1 + 𝛼1 (𝑡)) ,
𝑦̇ = (𝑐− 𝑦) (1 + 𝛼1 (𝑡)− 𝛼2 (𝑡)) ,
𝑧̇ = (𝑠 (𝑥− 𝛼)− 𝑧) (1 + 𝛼1 (𝑡)) + (𝑦 − 𝑐)𝛼2 (𝑡)

(3)

совпадают, если 𝑑 = 0 , 𝑟 = 1 и 𝛼𝑖(𝑡) — произвольные скалярные нечетные функции
( 𝑖 = 1, 2 ).

Рис. 1 иллюстрирует одинаковое поведение решений систем (2) и (3) при 𝑎 = 1/2 ,
𝑏 = 2 , 𝑐 = 𝐼 = 𝑟 = 𝛼 = 1 , 𝑠 = 5 , 𝑑 = 0 , 𝛼𝑖(𝑡) = sin (𝑖 𝑡) , 𝑖 = 1, 2 и начальных условиях
𝑥(0) = 𝑦(0) = 𝑧(0) = 0 .

Рис. 1. Решение систем (2) и (3) (слева и справа соответственно) в фазовом пространстве
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СУЩЕСТВОВАНИЕ И ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОБОБЩЁННОЙ СИСТЕМЫ МАТРИЧНЫХ

УРАВНЕНИЙ РИККАТИ

Д.В. Роголев

Изучается краевая задача, аналогичная [1],

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐺1(𝑡,𝑋, 𝑌 ), (1)

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝐺2(𝑡,𝑋, 𝑌 ), (2)

𝑋(0) = 𝑋(𝜔), 𝑌 (0) = 𝑌 (𝜔), (3)

где

𝐺1(𝑡,𝑋, 𝑌 ) = 𝐴1(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵1(𝑡) +𝑋𝑆1(𝑡)𝑋 +𝑋𝑆2(𝑡)𝑌 + 𝑌 𝑆3(𝑡)𝑋 + 𝑌 𝑆4(𝑡)𝑌 + 𝐹1(𝑡),

𝐺2(𝑡,𝑋, 𝑌 ) = 𝐴2(𝑡)𝑌 + 𝑌 𝐵2(𝑡) + 𝑌 𝑃1(𝑡)𝑋 + 𝑌 𝑃2(𝑡)𝑌 +𝑋𝑃3(𝑡)𝑌 +𝑋𝑃4(𝑡)𝑋 + 𝐹2(𝑡),

с коэффициентами из C (𝐼,R𝑛×𝑛) , (𝑡,𝑋, 𝑌 ) ∈ 𝐼 × R𝑛×𝑛 × R𝑛×𝑛 ; 𝐼 = [0, 𝜔] , 𝜔 > 0 .
В теории и приложениях дифференциальных уравнений важную роль играют мат-

ричные дифференциальные уравнения Ляпунова, Риккати и их обобщения [2–6]. Крае-
вая задача типа (1)–(3), по-видимому, впервые поставлена в [5].

Обозначения:

𝐷 = {(𝑡,𝑋, 𝑌 ) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ ⩽ 𝜌1, ‖𝑌 ‖ ⩽ 𝜌2}, 𝐴𝑖(𝜔) =
∫︀ 𝜔

0
𝐴𝑖(𝜏)𝑑𝜏 , 𝛾𝑖 =

⃦⃦⃦
𝐴−1

𝑖 (𝜔)
⃦⃦⃦
,

𝛼𝑖 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐴𝑖(𝑡)‖ , 𝛽𝑖 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐵𝑖(𝑡)‖ , 𝛿𝑗 = max
𝑡∈𝐼

‖𝑆𝑗(𝑡)‖ , 𝜇𝑗 = max
𝑡∈𝐼

‖𝑃𝑗(𝑡)‖ ,

ℎ𝑖 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐹𝑖(𝑡)‖ , 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 4, 𝑞11 = 𝛾1

{︂
1

2
𝛼1𝜔

2 [𝛼1 + 𝛽1 + 2𝛿1𝜌1 + (𝛿2 + 𝛿3) 𝜌2] +

+ 𝜔 [𝛽1 + 2𝛿1𝜌1 + (𝛿2 + 𝛿3) 𝜌2]

}︂
, 𝑞12 = 𝛾1 [(𝛿2 + 𝛿3) 𝜌1 + 2𝛿4𝜌2]𝜔

(︂
1

2
𝛼1𝜔 + 1

)︂
,

𝑞21 = 𝛾2 [(𝜇1 + 𝜇3) 𝜌2 + 2𝜇4𝜌1]𝜔

(︂
1

2
𝛼2𝜔 + 1

)︂
,

𝑞22 = 𝛾2

{︂
1

2
𝛼2𝜔

2 [𝛼2 + 𝛽2 + (𝜇1 + 𝜇3) 𝜌1 + 2𝜇2𝜌2] + 𝜔 [𝛽2 + (𝜇1 + 𝜇3) 𝜌1 + 2𝜇2𝜌2]

}︂
,




