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СУЩЕСТВОВАНИЕ И ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОБОБЩЁННОЙ СИСТЕМЫ МАТРИЧНЫХ

УРАВНЕНИЙ РИККАТИ

Д.В. Роголев

Изучается краевая задача, аналогичная [1],

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐺1(𝑡,𝑋, 𝑌 ), (1)

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝐺2(𝑡,𝑋, 𝑌 ), (2)

𝑋(0) = 𝑋(𝜔), 𝑌 (0) = 𝑌 (𝜔), (3)

где

𝐺1(𝑡,𝑋, 𝑌 ) = 𝐴1(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵1(𝑡) +𝑋𝑆1(𝑡)𝑋 +𝑋𝑆2(𝑡)𝑌 + 𝑌 𝑆3(𝑡)𝑋 + 𝑌 𝑆4(𝑡)𝑌 + 𝐹1(𝑡),

𝐺2(𝑡,𝑋, 𝑌 ) = 𝐴2(𝑡)𝑌 + 𝑌 𝐵2(𝑡) + 𝑌 𝑃1(𝑡)𝑋 + 𝑌 𝑃2(𝑡)𝑌 +𝑋𝑃3(𝑡)𝑌 +𝑋𝑃4(𝑡)𝑋 + 𝐹2(𝑡),

с коэффициентами из C (𝐼,R𝑛×𝑛) , (𝑡,𝑋, 𝑌 ) ∈ 𝐼 × R𝑛×𝑛 × R𝑛×𝑛 ; 𝐼 = [0, 𝜔] , 𝜔 > 0 .
В теории и приложениях дифференциальных уравнений важную роль играют мат-

ричные дифференциальные уравнения Ляпунова, Риккати и их обобщения [2–6]. Крае-
вая задача типа (1)–(3), по-видимому, впервые поставлена в [5].

Обозначения:

𝐷 = {(𝑡,𝑋, 𝑌 ) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ ⩽ 𝜌1, ‖𝑌 ‖ ⩽ 𝜌2}, 𝐴𝑖(𝜔) =
∫︀ 𝜔

0
𝐴𝑖(𝜏)𝑑𝜏 , 𝛾𝑖 =

⃦⃦⃦
𝐴−1

𝑖 (𝜔)
⃦⃦⃦
,

𝛼𝑖 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐴𝑖(𝑡)‖ , 𝛽𝑖 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐵𝑖(𝑡)‖ , 𝛿𝑗 = max
𝑡∈𝐼

‖𝑆𝑗(𝑡)‖ , 𝜇𝑗 = max
𝑡∈𝐼

‖𝑃𝑗(𝑡)‖ ,

ℎ𝑖 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐹𝑖(𝑡)‖ , 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 4, 𝑞11 = 𝛾1

{︂
1

2
𝛼1𝜔

2 [𝛼1 + 𝛽1 + 2𝛿1𝜌1 + (𝛿2 + 𝛿3) 𝜌2] +

+ 𝜔 [𝛽1 + 2𝛿1𝜌1 + (𝛿2 + 𝛿3) 𝜌2]

}︂
, 𝑞12 = 𝛾1 [(𝛿2 + 𝛿3) 𝜌1 + 2𝛿4𝜌2]𝜔

(︂
1

2
𝛼1𝜔 + 1

)︂
,

𝑞21 = 𝛾2 [(𝜇1 + 𝜇3) 𝜌2 + 2𝜇4𝜌1]𝜔

(︂
1

2
𝛼2𝜔 + 1

)︂
,

𝑞22 = 𝛾2

{︂
1

2
𝛼2𝜔

2 [𝛼2 + 𝛽2 + (𝜇1 + 𝜇3) 𝜌1 + 2𝜇2𝜌2] + 𝜔 [𝛽2 + (𝜇1 + 𝜇3) 𝜌1 + 2𝜇2𝜌2]

}︂
,
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где 𝜌1, 𝜌2 > 0.
На основе применения метода [6, гл. 3] задача (1)–(3) рассматривается в банаховой

алгебре непрерывных матриц-функций с нормой ‖𝑇‖𝐶 = max
𝑡∈𝐼

‖𝑇 (𝑡)‖ , где ‖ · ‖ – опре-

делённая норма матриц в этой алгебре, 𝑇 ∈ C (𝐼,R𝑛×𝑛) . Предлагаемая работа является
продолжением и обобщением [1, 7–9].

Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1) det𝐴𝑖 ̸= 0 (𝑖 = 1, 2),

2) 𝛾1
{︂
1

2
𝛼1𝜔

2
[︀
(𝛼1 + 𝛽1) 𝜌1 + 𝛿1𝜌

2
1 + (𝛿2 + 𝛿3) 𝜌1𝜌2 + 𝛿4𝜌

2
2 + ℎ1

]︀
+

+ 𝜔
(︀
𝛽1𝜌1 + 𝛿1𝜌

2
1 + (𝛿2 + 𝛿3) 𝜌1𝜌2 + 𝛿4𝜌

2
2 + ℎ1

)︀}︂
⩽ 𝜌1,

𝛾2

{︂
1

2
𝛼2𝜔

2
[︀
(𝛼2 + 𝛽2) 𝜌2 + 𝜇2𝜌

2
2 + (𝜇1 + 𝜇3) 𝜌1𝜌2 + 𝜇4𝜌

2
1 + ℎ2

]︀
+

+ 𝜔
(︀
𝛽2𝜌2 + 𝜇2𝜌

2
2 + (𝜇1 + 𝜇3) 𝜌1𝜌2 + 𝜇4𝜌

2
1 + ℎ2

)︀}︂
⩽ 𝜌2,

3) 𝑞11 < 1, det(𝐸 − 𝐴) > 0, где 𝐸 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1), 𝐴 = (𝑞𝑖𝑗).
Тогда задача (1)–(3) однозначно разрешима в области 𝐷 .
Решение данной задачи строится по алгоритму в дифференциальной форме

𝑑𝑋𝑘+1

𝑑𝑡
= 𝐺1(𝑡,𝑋𝑘, 𝑌𝑘), (4)

𝑑𝑌𝑘+1

𝑑𝑡
= 𝐺2(𝑡,𝑋𝑘, 𝑌𝑘), (5)

𝑋𝑘+1(0) = 𝑋𝑘+1(𝜔), 𝑌𝑘+1(0) = 𝑌𝑘+1(𝜔), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (6)

где в качестве начального приближения 𝑋0, 𝑌0 приняты постоянные матрицы, опреде-
ляемые на основе (4), (5) при 𝑘 = 0 из соответствующих условий (6) для приближения
𝑋1(𝑡), 𝑌1(𝑡) ,

𝜔∫︁
0

𝐺1(𝜏,𝑋0, 𝑌0)𝑑𝜏 = 0,

𝜔∫︁
0

𝐺2(𝜏,𝑋0, 𝑌0)𝑑𝜏 = 0.

На основе (4)–(6) получены рекуррентные интегральные соотношения

𝑋𝑘(𝑡) = 𝐴−1
1 (𝜔)

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

⎛⎝ 𝜏∫︁
0

𝐴1(𝜎)𝑑𝜎

⎞⎠𝐺1 (𝜏,𝑋𝑘−1(𝜏), 𝑌𝑘−1(𝜏)) 𝑑𝜏 −

−
𝜔∫︁

𝑡

⎛⎝ 𝜔∫︁
𝜏

𝐴1(𝜎)𝑑𝜎

⎞⎠𝐺1 (𝜏,𝑋𝑘−1(𝜏), 𝑌𝑘−1(𝜏)) 𝑑𝜏−

−
𝜔∫︁

0

[𝐺1 (𝜏,𝑋𝑘(𝜏), 𝑌𝑘(𝜏))− 𝐴1(𝜏)𝑋𝑘(𝜏)] 𝑑𝜏

⎫⎬⎭ , (7)

𝑌𝑘(𝑡) = 𝐴−1
2 (𝜔)

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

⎛⎝ 𝜏∫︁
0

𝐴2(𝜎)𝑑𝜎

⎞⎠𝐺2 (𝜏,𝑋𝑘−1(𝜏), 𝑌𝑘−1(𝜏)) 𝑑𝜏 −
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−
𝜔∫︁

𝑡

⎛⎝ 𝜔∫︁
𝜏

𝐴2(𝜎)𝑑𝜎

⎞⎠𝐺2 (𝜏,𝑋𝑘−1(𝜏), 𝑌𝑘−1(𝜏)) 𝑑𝜏−

−
𝜔∫︁

0

[𝐺2 (𝜏,𝑋𝑘(𝜏), 𝑌𝑘(𝜏))− 𝐴2(𝜏)𝑌𝑘(𝜏)] 𝑑𝜏

⎫⎬⎭ , 𝑘 = 1, 2, . . . (8)

Изучены вопросы сходимости, скорости сходимости алгоритма (7), (8).
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О СИЛЬНОЙ ИЗОХРОННОСТИ ГРУБОГО ФОКУСА

А. Е. Руденок

Рассмотрим систему

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑦 + 𝜆𝑥+ 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥+ 𝜆𝑦 +𝑄(𝑥, 𝑦), (1)

𝜆 ̸= 0, 𝑃,𝑄 – голоморфные в окрестности точки 𝑂(0, 0) , начинающиеся со степеней
≥ 2 . Пусть Γ𝑘 : 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑘) = 0 – голоморфное в окрестности точки 𝑂(0, 0) семейство
кривых без контакта с полем направлений системы, пересекающихся в точке 𝑂(0, 0) с
разными угловыми коэффициентами 𝑘 . Точка 𝑂 рассекает кривую Γ𝑘 на две дуги: Γ+

𝑘

и Γ−
𝑘 . Кривые Γ𝑘 называются изохронами системы, если любая траектория системы

(1), пересекающая дугу Γ+
𝑘 при значении 𝑡 = 𝑡0 пересекает дугу Γ−

𝑘 при значении
𝑡 = 𝑡0 + 𝜋 . Если изохроны системы существуют, то особая точка 𝑂(0, 0) называется
изохронной. Справедлива

Теорема 1[1]. Существует голоморфная замена

𝑢 = 𝑥+ 𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑦 + 𝑉 (𝑥, 𝑦),




