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Рис. 1. Траектории системы 2. Рис.2. Полутраектории системы 2.
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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЦИКЛЫ «НОРМАЛЬНОГО» РАЗМЕРА СИСТЕМ
ЛЬЕНАРА ТИПА 2𝐴+ 3𝑆 И 3𝐴+ 2𝑆

И.Н. Сидоренко

Рассмотрим систему Льенара с пятью простыми особыми точками

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑔(𝑥)− 𝜖𝑓(𝑥)𝑦, (1)

где 𝑔(𝑥) - полином 5-ой степени, 𝜖 > 0 , 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 . В данной работе рас-

сматривается только тот случай, когда полином 𝑔(𝑥) имеет 5 простых корней, и тогда
система (1) может иметь следующие конфигурации особых точек 2𝐴+ 3𝑆 и 3𝐴+ 2𝑆 .
Данная работа является обобщением результатов полученных в [1, 2, 3] на случай не
симметричного векторного поля. Целью данной работы является исследование макси-
мального количества предельных циклов «нормального размера», а также построение
систем (1) с заданным количеством предельных циклов.

Без ограничения общности будем предполагать, что точка 𝑂(0, 0) является особой
точкой системы (1) и справа и слева от неё располагается одинаковое количество особых
точек. Таким образом возможны следующие варианты:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥(1− 𝑥)(1 + 𝐿𝑥)(1−𝑀𝑥)(1 +𝑊𝑥)− 𝜖𝑓(𝑥)𝑦, (2)

где 0 < 𝑊 < 𝐿, 0 < 𝑀 < 1, тогда система (2) имеет конфигурацию особых точек 2𝐴+
+ 3𝑆 - 2 антиседла и 3 седла, причем точка 𝑂(0, 0) - седло, а точки 𝐴(− 1

𝐿
, 0) и 𝐸(1, 0)

- антиседла (рисунок 1).



Качественная теория дифференциальных уравнений 95

Рисунок 1. Фазовый портрет системы (2) на сфере Пуанкаре
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𝑑𝑡
= 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑥(1− 𝑥)(1 + 𝐿𝑥)(1−𝑀𝑥)(1 +𝑊𝑥)− 𝜖𝑓(𝑥)𝑦, (3)

где 0 < 𝑊 < 𝐿, 0 < 𝑀 < 1, тогда система (2) имеет конфигурацию особых точек 3𝐴+
+ 2𝑆 - 3 антиседла и 2 седла, причем точки 𝑂(0, 0) - антиседло, а точки 𝐴(− 1

𝐿
, 0) и

𝐸(1, 0) - седла (рисунок 2).

Рисунок 2. Фазовый портрет системы (3) на сфере Пуанкаре

Для исследования применяется разработанный прогнозный метод оценки числа пре-
дельных циклов «нормального размера» для систем Льенара [2] и метод возмущения
негрубого фокуса [3].

Определение 1. Пусть система Льенара (1) имеет антиседло (00, 0) . Обозначим,
через 𝜉1 ( 𝜉2 ) – абсциссу ближайшей слева (справа) к точке А особой точки, если слева
(справа) особых точек нет, то считаем 𝜉1 = −∞ ( 𝜉2 = +∞ ). Системой прогноза вокруг
особой точки (00, 0) для системы Льенара (1) будем называть систему

𝐹 (𝜂) = 𝐹 (𝜇), 𝐺(𝜂) = 𝐺(𝜇), (4)

где 𝐹 (𝜂) =
∫︀ 𝜂

𝑥0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 , 𝐺(𝜂) =

∫︀ 𝜂

𝑥0
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 , 𝜉1 < 𝜂 < 𝑥0 , 𝑥0 < 𝜇 < 𝜉2 .

Сформулированное определения остаётся справедливым и для оценки числа предель-
ных циклов вокруг группы особых точек с суммарным индексом равным +1. В данном
случае в качестве 𝑥0 необходимо брать «центральную» точку (это может быть и седло),
𝜉1 , 𝜉2 - абсциссы ближайших левой и правой особых точек, не входящих в группу во-
круг которой производится оценка, а 𝜉1 < 𝜂 < 𝜁1 , 𝜁2 < 𝜇 < 𝜉2 , где 𝜁1 , 𝜁2 - находятся
из условия 𝐺(𝜁1) = 𝐺(𝜁2) = max𝐺(𝑥𝑖) , 𝜁1 < 𝑥𝑖 < 𝜁2 , 𝑥𝑖 - абсциссы всех особых точек,
вокруг которых производится оценка числа предельных циклов.
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Метод возмущения негрубого фокуса. Обозначим через 𝑎 – вектор коэффициен-
тов системы (1) , и пусть при 𝑎 = 𝑎0 система имеет 𝑘 предельных циклов вокруг точки
𝑂(0, 0) , которые распределены не равномерно. Выберем на промежутке 𝐼 = [𝑝, 𝑞] , 𝑝 > 0
точки 𝑥1, ..., 𝑥𝑘+1 и рассмотрим функцию последования Δ(𝑥, 𝑎0+Δ𝑎) , 𝑥 ∈ 𝐼 , Δ𝑎 неко-

торое возмущеие системы (1), тогда Δ(𝑥𝑖, 𝑎
0 +Δ𝑎) = Δ(𝑥𝑖, 𝑎

0) +
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑡𝑝(𝑖, 𝑗)Δ𝑎𝑗 + 𝑜(Δ𝑎) ,

где 𝑡𝑝(𝑖, 𝑗) =
𝜕Δ𝑘(𝑥𝑘

𝑖 ,𝑎
0)

𝜕𝑎𝑗
находятся численно. Далее решаем задачу линейного программи-

рования

𝐿→ min, ±(−1)𝑖

(︃
Δ(𝑥𝑖, 𝑎

0) +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑡𝑝𝑘(𝑖, 𝑗)Δ𝑎𝑗

)︃
≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑘 + 1, |Δ𝑎𝑗| ≤ 𝐿. (5)

Если задача (5) имеет решение Δ𝑎 = Δ𝑎* , 𝐿 = 𝐿* , то соответствующая система Лье-
нара имеет, по крайней мере, 𝑘 предельных циклов.

Пример. Система Льенара

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥(1− 𝑥)(1 +

1

2
𝑥)(1− 1

4
𝑥)(1 +

1

4
𝑥)− 1

100
(−1.64 + 0.84𝑥+ 𝑥2)𝑦,

имеет два предельных цикла, окружающие группу особых точек и один предельный цикл
вокруг фокуса 𝐸(1, 0) .

Теорема 1. Если 𝐺(0) >= 𝐺(− 1
𝑀
) или 𝐺(0) >= 𝐺( 1

𝑊
) , то система прогноза (4)

составленная для группы особых точек 𝑂(0, 0) , 𝐴(− 1
𝐿
, 0) и 𝐸(1, 0) не имеет решения.

Гипотеза Максимальное число предельных циклов, окружающих группу особых то-
чек, у системы (1) не меньше 3 .
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О ПРОБЛЕМЕ ЦЕНТРА ДЛЯ СИСТЕМЫ ДАРБУ

Д.Н. Чергинец

Рассмотрим систему Дарбу

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑁(𝑥, 𝑦) + 𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦),
𝑑𝑦
𝑑𝑡

=𝑀(𝑥, 𝑦) + 𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦),




