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Метод возмущения негрубого фокуса. Обозначим через 𝑎 – вектор коэффициен-
тов системы (1) , и пусть при 𝑎 = 𝑎0 система имеет 𝑘 предельных циклов вокруг точки
𝑂(0, 0) , которые распределены не равномерно. Выберем на промежутке 𝐼 = [𝑝, 𝑞] , 𝑝 > 0
точки 𝑥1, ..., 𝑥𝑘+1 и рассмотрим функцию последования Δ(𝑥, 𝑎0+Δ𝑎) , 𝑥 ∈ 𝐼 , Δ𝑎 неко-

торое возмущеие системы (1), тогда Δ(𝑥𝑖, 𝑎
0 +Δ𝑎) = Δ(𝑥𝑖, 𝑎

0) +
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑡𝑝(𝑖, 𝑗)Δ𝑎𝑗 + 𝑜(Δ𝑎) ,

где 𝑡𝑝(𝑖, 𝑗) =
𝜕Δ𝑘(𝑥𝑘

𝑖 ,𝑎
0)

𝜕𝑎𝑗
находятся численно. Далее решаем задачу линейного программи-

рования

𝐿→ min, ±(−1)𝑖

(︃
Δ(𝑥𝑖, 𝑎

0) +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑡𝑝𝑘(𝑖, 𝑗)Δ𝑎𝑗

)︃
≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑘 + 1, |Δ𝑎𝑗| ≤ 𝐿. (5)

Если задача (5) имеет решение Δ𝑎 = Δ𝑎* , 𝐿 = 𝐿* , то соответствующая система Лье-
нара имеет, по крайней мере, 𝑘 предельных циклов.

Пример. Система Льенара

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥(1− 𝑥)(1 +

1

2
𝑥)(1− 1

4
𝑥)(1 +

1

4
𝑥)− 1

100
(−1.64 + 0.84𝑥+ 𝑥2)𝑦,

имеет два предельных цикла, окружающие группу особых точек и один предельный цикл
вокруг фокуса 𝐸(1, 0) .

Теорема 1. Если 𝐺(0) >= 𝐺(− 1
𝑀
) или 𝐺(0) >= 𝐺( 1

𝑊
) , то система прогноза (4)

составленная для группы особых точек 𝑂(0, 0) , 𝐴(− 1
𝐿
, 0) и 𝐸(1, 0) не имеет решения.

Гипотеза Максимальное число предельных циклов, окружающих группу особых то-
чек, у системы (1) не меньше 3 .
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О ПРОБЛЕМЕ ЦЕНТРА ДЛЯ СИСТЕМЫ ДАРБУ

Д.Н. Чергинец

Рассмотрим систему Дарбу

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑁(𝑥, 𝑦) + 𝑥𝑃 (𝑥, 𝑦),
𝑑𝑦
𝑑𝑡

=𝑀(𝑥, 𝑦) + 𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦),
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где 𝑃 – однородный многочлен степени 𝑚, 𝑀, 𝑁 – однородные многочлены степени 𝑛.
Система Дарбу при помощи замены переменных и исключения времени сводится к урав-
нению Бернулли [1, гл.1, §8]. Доказательство алгебраической неразрешимости проблемы
центра и фокуса в работах [2, 3] проводилось, используя систему Дарбу, что говорит о
важности изучения проблемы центра для системы Дарбу.

Пусть
𝐵(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑦𝑁(𝑥, 𝑦)− 𝑥𝑀(𝑥, 𝑦) ̸= 0 при (𝑥, 𝑦) ̸= (0, 0). (1)

Не ограничивая общности рассуждений, рассмотрим случай, когда 𝐵(𝑥, 𝑦) > 0 при
(𝑥, 𝑦) ̸= (0, 0).

Следуя [4, 5], в системе Дарбу выполним замену переменных

𝑢 = 𝑥𝐵𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑦𝐵𝑘(𝑥, 𝑦), где 𝑘 =
−1

𝑛+ 1
. (2)

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=
(︀
𝑥𝐵𝑘

)︀′
𝑡
=
(︀
𝑥𝐵𝑘

)︀′
𝑥
(𝑁 + 𝑥𝑃 ) +

(︀
𝑥𝐵𝑘

)︀′
𝑦
(𝑀 + 𝑦𝑃 ) =

= 𝑁𝐵𝑘 + 𝑥𝑃𝐵𝑘 + 𝑘𝑥𝑃𝐵𝑘−1
(︀
𝑥𝐵′

𝑥 + 𝑦𝐵′
𝑦

)︀
+ 𝑘𝑥𝐵𝑘−1(𝑁𝐵′

𝑥 +𝑀𝐵′
𝑦).

Для любого однородного многочлена 𝐵 степени 𝑛+ 1 справедливо равенство

𝑥𝐵′
𝑥 + 𝑦𝐵′

𝑦 = (𝑛+ 1)𝐵.

Также нетрудно доказать, что 𝑁𝐵′
𝑥 +𝑀𝐵′

𝑦 = 𝐵(𝑁 ′
𝑥 +𝑀 ′

𝑦). Воспользовавшись записан-
ными равенствами, получим

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑁𝐵𝑘 + (1 + 𝑘(𝑛+ 1))𝑥𝑃𝐵𝑘 + 𝑘𝑥𝐵𝑘(𝑁 ′

𝑥 +𝑀 ′
𝑦).

Заменив время 𝑑𝑡 = 𝐵𝑘(𝑛−1)𝑑𝑇, находим

𝑑𝑢

𝑑𝑇
= 𝑁(𝑥, 𝑦)𝐵𝑘𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑘𝑥𝐵𝑘𝑛(𝑥, 𝑦)(𝑁 ′

𝑥(𝑥, 𝑦) +𝑀 ′
𝑦(𝑥, 𝑦)).

Аналогично нетрудно выразить 𝑑𝑣
𝑑𝑇
. С учетом (2) получаем

𝑑𝑢

𝑑𝑇
= 𝑁(𝑢, 𝑣)− 𝜃 (𝑁 ′

𝑢(𝑢, 𝑣) +𝑀 ′
𝑣(𝑢, 𝑣))𝑢,

𝑑𝑣

𝑑𝑇
=𝑀(𝑢, 𝑣)− 𝜃 (𝑁 ′

𝑢(𝑢, 𝑣) +𝑀 ′
𝑣(𝑢, 𝑣)) 𝑣. (3)

Здесь 𝑁(𝑢, 𝑣), 𝑀(𝑢, 𝑣) получены из 𝑁(𝑥, 𝑦), 𝑀(𝑥, 𝑦) подстановкой вместо 𝑥, 𝑦 пере-
менных 𝑢, 𝑣 без учета (2), 𝜃 = 1/(𝑛 + 1). В работах [4, 5] имеется опечатка, так как в
них 𝜃 = 2/(𝑛+ 1)2. Докажем, что начало координат для системы (3) является центром.

Перейдем от системы (3) к однородному уравнению

𝑑𝑣

𝑑𝑣
=
𝑀(𝑢, 𝑣)− 𝜃 (𝑁 ′

𝑢(𝑢, 𝑣) +𝑀 ′
𝑣(𝑢, 𝑣)) 𝑣

𝑁(𝑢, 𝑣)− 𝜃 (𝑁 ′
𝑢(𝑢, 𝑣) +𝑀 ′

𝑣(𝑢, 𝑣))𝑢
.

Следуя Н.П. Еругину [6, гл.1, §4], получаем решение однородного уравнения в парамет-
рической форме

𝑢(𝑧) = 𝐶𝐵𝑘(1, 𝑧), 𝑣(𝑧) = 𝐶𝑧𝐵𝑘(1, 𝑧).
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Так как

lim
𝑧→∞

𝑢(𝑧) = 0, lim
𝑧→+∞

𝑣(𝑧) = 𝐶𝑁𝑘(0, 1), lim
𝑧→−∞

𝑣(𝑧) = −𝐶𝑁𝑘(0, 1),

то согласно [6, с. 44] начало координат системы (3) является центром. Доказана следу-
ющая теорема.

Теорема. При выполнении условия (1) особая точка (0, 0) системы (3) является
центром.

В работе [4] получены необходимые и достаточные условия центра системы Дарбу,
однако, для наличия в начале координат системы Дарбу центра наряду с условием (1)
требуется также, чтобы начало координат системы (3) являлось центром. На основании
доказанной выше теоремы условие 2) в теореме 5 из статьи [4] лишнее, так как оно
выполняется при выполнении условия 1) теоремы 5 из статьи [4].

Найдем якобиан отображения (2) в точках (𝑥, 𝑦) ̸= (0, 0)

𝐷(𝑢, 𝑣)

𝐷(𝑥, 𝑦)
=

⃒⃒⃒⃒
𝑢′𝑥 𝑢′𝑦
𝑣′𝑥 𝑣′𝑦

⃒⃒⃒⃒
= (𝐵𝑘 + 𝑘𝑥𝐵𝑘−1𝐵′

𝑥)(𝐵
𝑘 + 𝑘𝑦𝐵𝑘−1𝐵′

𝑦)− 𝑘2𝑥𝑦𝐵2(𝑘−1)𝐵′
𝑦𝐵

′
𝑥 =

= 𝐵2𝑘 + 𝑘𝐵2𝑘−1(𝑥𝐵′
𝑥 + 𝑦𝐵′

𝑦) = 𝐵2𝑘 + 𝑘(𝑛+ 1)𝐵2𝑘 = 0.

Лемма 1. Якобиан отображения (2) равен нулю во всех точках (𝑥, 𝑦) ̸= (0, 0).
Докажем, что отображение (2) разрывно в точке (0, 0).

lim
𝑦→0

𝑢(0, 𝑦) = lim
𝑦→0

0 = 0.

lim
𝑥→+0

𝑢(𝑥, 0) = lim
𝑥→+0

𝑥

(−𝑥𝑀(𝑥, 0))1/(𝑛+1)
=

1

(−𝑀(1, 0))1/(𝑛+1)
̸= 0.

Так как lim
𝑦→0

𝑢(0, 𝑦) ̸= lim
𝑥→+0

𝑢(𝑥, 0), то lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑢(𝑥, 𝑦) не существует.

Лемма 2. Точка (0, 0) есть точка разрыва отображения (2) .
Считая, что 𝑢(0, 0) = 0, выясним, существует ли у функции 𝑢(𝑥, 𝑦) частная произ-

водная по переменной 𝑥 в точке (0, 0).

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 0) = lim

Δ𝑥→0

𝑢(Δ𝑥, 0)− 𝑢(0, 0)

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0

(−𝑀(1, 0))𝑘

|Δ𝑥|
= ∞.

Лемма 3. Функция 𝑢(𝑥, 𝑦) не имеет частной производной по переменной 𝑥 в точке
(0, 0).
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