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В классе дискретных управляющих воздействий рассматривается задача оптималь-
ного управления:

𝐽(𝑢) = max
𝑦∈𝑌

𝜙(𝑥(𝑡*), 𝑦) → min, (1)

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 𝑡*], 𝑥(0) = 𝑥0, (2)

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇. (3)

Здесь: 𝑥 ∈ R𝑛 , 𝑢 ∈ R𝑟 , 𝑈 – выпуклый компакт,

𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝑓0(𝑥) +𝐵(𝑥)𝑢, (4)

𝑦 – некоторый параметр с областью задания 𝑌 , где 𝑌 – компакт из R𝑚 .
Управляющее воздействие 𝑢(𝑡) , 𝑡 ∈ 𝑇 , называется дискретным (с периодом кванто-

вания ℎ > 0 ), если

𝑢(𝜏) = 𝑢(𝑡), 𝜏 ∈ [𝑡, 𝑡+ ℎ[, 𝑡 ∈ 𝑇ℎ = {0, ℎ, 2ℎ, ..., 𝑡* − ℎ},

где ℎ = 𝑡*/𝑁 , 𝑁 – натуральное число. Дискретные управляющие воздействия отлича-
ются от кусочно-постоянных тем, что их точками разрыва могут быть только моменты
множества 𝑇ℎ .

Дискретные управляющие воздействия естественны с прикладной точки зрения, по-
скольку при решении нетривиальных задач неизбежно использование вычислительных
устройств дискретного действия.

Следует отметить, что до настоящего времени для различных критериев качества
и систем управления, как обыкновенных, так и с запаздыванием, в классе дискретных
управлений получены условия оптимальности в виде квазимаксимума для систем с про-
извольной функцией 𝑓(𝑥, 𝑢) и дискретного принципа максимума с функцией вида (4)
(см., напр., [1-5]). Однако в указанных работах исследовались гладкие задачи управле-
ния. В предлагаемом сообщении приводится дискретный принцип максимума для ми-
нимаксного критерия качества (1). В классе кусочно-непрерывных управляющих воз-
действий условия оптимальности для задачи (1)-(3) с произвольной функцией 𝑓(𝑥, 𝑢)
приведены в [6, 7].

Будем предполагать, что функции 𝑓0(𝑥), 𝐵(𝑥) , 𝜙(𝑥, 𝑦) непрерывно дифференцируе-
мы по 𝑥 .

Пусть 𝑢0(𝑡) , 𝑡 ∈ 𝑇 , – допустимое управление в задаче (1)-(4), 𝑥0(𝑡) , 𝑡 ∈ 𝑇 , –
соответствующее решение системы (2). Обозначим 𝐻(𝑡, 𝑦) = 𝐻(𝑥0(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑦), 𝑢0(𝑡)) =
= 𝜓

′
(𝑡, 𝑦)𝑓(𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡)) . Здесь 𝜓(𝑡, 𝑦) , 𝑡 ∈ 𝑇 , – решение сопряженной системы:

𝜓̇(𝑡, 𝑦) = −𝜕𝐻(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑥
, 𝑡 ∈ 𝑇, (5)
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𝜓(𝑡*, 𝑦) = −𝜕𝜙(𝑥
0(𝑡*), 𝑦)

𝜕𝑥
. (6)

Введем множество

𝑌0 = {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝜙(𝑥0(𝑡*), 𝑦) = max
𝑦∈𝑌

𝜙(𝑥0(𝑡*), 𝑦)}.

Очевидно, 𝑌0 – компакт.
Справедливо следующее утверждение.
Теорема (дискретный принцип максимума). Если 𝑢0(𝑡) , 𝑡 ∈ 𝑇 , – оптимальное

управление в задаче (1)-(4), то вдоль него и соответствующих решений 𝑥0(𝑡) , 𝑡 ∈
∈ 𝑇 , прямой системы (2) и 𝜓(𝑡, 𝑦) , 𝑡 ∈ 𝑇 , сопряженной системы (5), (6) выполняется
условие

min
𝑦∈𝑌0

𝑡+ℎ∫︁
𝑡

𝐻(𝑥0(𝑠), 𝜓(𝑠, 𝑦), 𝑢0(𝑡))𝑑𝑠 = max
𝑢∈𝑈

min
𝑦∈𝑌0

𝑡+ℎ∫︁
𝑡

𝐻(𝑥0(𝑠), 𝜓(𝑠, 𝑦), 𝑢)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝑇ℎ. (7)

Заметим, что в силу вида (4) функции 𝑓(𝑥, 𝑢) условие (7) можно представить в
следующей форме:

max
𝑢∈𝑈

min
𝑦∈𝑌0

(︁ 𝑡+ℎ∫︁
𝑡

𝜓
′
(𝑠, 𝑦)𝐵(𝑥0(𝑠))𝑑𝑠

)︁
(𝑢− 𝑢0(𝑡)) = 0, 𝑡 ∈ 𝑇ℎ. (8)

Аналогичный результат получим и для системы с запаздыванием

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 𝑡*], 𝑥(𝑡) = 𝛾(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝛼, 0], (9)

в которой 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡−𝛼) , 𝛼 > 0 – запаздывание, 𝛾(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝛼, 0] , – заданная функция,
𝑓(𝑥, 𝑧, 𝑢) = 𝑓0(𝑥, 𝑧) +𝐵(𝑥, 𝑧)𝑢 . Только в этом случае в условии (8) 𝐵(𝑥0(𝑠)) примет вид
𝐵(𝑥0(𝑠), 𝑧0(𝑠)) , а функция 𝜓(𝑡, 𝑦) , 𝑡 ∈ 𝑇 , является решением сопряженной системы

𝜓̇(𝑡, 𝑦) = −𝜕𝐻(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑥
− 𝛿[0,𝑡*−𝛼[(𝑡)

𝜕𝐻(𝑡+ 𝛼, 𝑦)

𝜕𝑧
, 𝑡 ∈ 𝑇, (10)

с граничным условием (6), где 𝛿𝜔(𝑡) = 1 , если 𝑡 ∈ 𝜔 , 𝛿𝜔(𝑡) = 0 , если 𝑡 ̸∈ 𝜔 , 𝐻(𝑡, 𝑦) =
= 𝐻(𝑥0(𝑡), 𝑧0(𝑡), 𝜓(𝑡, 𝑦), 𝑢0(𝑡)) = 𝜓

′
(𝑡, 𝑦)𝑓(𝑥0(𝑡), 𝑧0(𝑡), 𝑢0(𝑡)) . В системе (9) запаздывание

может быть переменным. В этом случае очень усложняется сопряженная система (10).
Отметим также, что в каждой из указанных задач сами траектории систем (2) или

(9) могут зависеть от параметра 𝑦 , т.е. 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑦) , 𝑥(0, 𝑦) = 𝑥0(𝑦) в системе (2),
𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑧, 𝑢, 𝑦) , 𝑥(𝑡, 𝑦) = 𝛾(𝑡, 𝑦), 𝑡 ∈ [−𝛼, 0] в системе (9). В этом случае необходимо
потребовать непрерывность всех указанных функций и по параметру 𝑦 .
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ОБ ОЦЕНКЕ ПОКАЗАТЕЛЯ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ АВТОНОМНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА

А.С. Баландин

Для автономных дифференциальных уравнений с последействием получено доволь-
но много необходимых и достаточных признаков экспоненциальной устойчивости, и по-
строены области экспоненциальной устойчивости в пространстве параметров исходного
уравнения. Но во всех этих критериях задаётся только знак показателя экспоненты. В
[1, 2] для различных уравнений запаздывающего типа найдены точные оценки пока-
зателя степени. В данной работе рассмотрим линейное автономное дифференциальное
уравнений нейтрального типа⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥̇(𝑡)−
𝐽∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥̇ (𝑡− ℎ𝑗) =

𝜐∫︁
0

𝑥(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑟(𝑠), 𝑡 ∈ R+,

𝑥(𝜉) = 𝜙(𝜉), 𝑥̇(𝜉) = 𝜙̇(𝜉), 𝜉 < 0,

(1)

где 𝐽 ∈ N , 𝑎𝑗 ∈ R , ℎ𝑗, 𝜐 ∈ R+ , функция 𝑟 : [0, 𝜐] → R имеет ограниченную вариацию,
𝑟(0) = 0 . Интеграл понимается в смысле Римана — Стилтьеса.

Положим

𝜎(𝑡) =
𝐽∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗

(︁
𝑆ℎ𝑗

𝜙̇
)︁
(𝑡) +

𝜐∫︁
𝑡

(︁
𝑆𝜉𝜙

)︁
(𝑡) 𝑑𝑟(𝜉),

(︁
𝑆ℎ𝑦
)︁
(𝑡) =

{︂
0, 𝑡− ℎ ⩾ 0,

𝑦(𝑡− ℎ), 𝑡− ℎ < 0.

Пусть X — произвольное нормированное пространство измеримых на множестве
[0, 𝜏 ] функций, 𝜏 = max{ℎ1, . . . , ℎ𝐽 , 𝜐} .

Уравнение (1) назовём экспоненциально устойчивым если существуют такие
𝐾, 𝛾 > 0 , что при любом 𝜎 ∈ X и любом 𝑥(0) ∈ R решение уравнения (1) имеет оценку:

|𝑥(𝑡)| ⩽ 𝐾𝑒−𝛾𝑡 (|𝑥(0)|+ ‖𝜎‖X) , 𝑡 ∈ R+. (2)

Через 𝐼 обозначим единичный (тождественный) оператор, через 𝑆ℎ следующий опе-
ратор, действующий в пространстве непрерывных (кусочно-непрерывных, суммируе-
мых) функций

(𝑆ℎ𝑦)(𝑡) =

{︂
𝑦(𝑡− ℎ), 𝑡− ℎ ⩾ 0,

0, 𝑡− ℎ < 0,
𝑆 =

𝐽∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑆ℎ𝑗
, (𝑇𝑦)(𝑡) =

𝜐∫︁
0

(𝑆𝜉𝑦) (𝑡) 𝑑𝑟(𝜉),




