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ОБ ОЦЕНКЕ ПОКАЗАТЕЛЯ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ АВТОНОМНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА

А.С. Баландин

Для автономных дифференциальных уравнений с последействием получено доволь-
но много необходимых и достаточных признаков экспоненциальной устойчивости, и по-
строены области экспоненциальной устойчивости в пространстве параметров исходного
уравнения. Но во всех этих критериях задаётся только знак показателя экспоненты. В
[1, 2] для различных уравнений запаздывающего типа найдены точные оценки пока-
зателя степени. В данной работе рассмотрим линейное автономное дифференциальное
уравнений нейтрального типа⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥̇(𝑡)−
𝐽∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥̇ (𝑡− ℎ𝑗) =

𝜐∫︁
0

𝑥(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑟(𝑠), 𝑡 ∈ R+,

𝑥(𝜉) = 𝜙(𝜉), 𝑥̇(𝜉) = 𝜙̇(𝜉), 𝜉 < 0,

(1)

где 𝐽 ∈ N , 𝑎𝑗 ∈ R , ℎ𝑗, 𝜐 ∈ R+ , функция 𝑟 : [0, 𝜐] → R имеет ограниченную вариацию,
𝑟(0) = 0 . Интеграл понимается в смысле Римана — Стилтьеса.

Положим
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{︂
0, 𝑡− ℎ ⩾ 0,

𝑦(𝑡− ℎ), 𝑡− ℎ < 0.

Пусть X — произвольное нормированное пространство измеримых на множестве
[0, 𝜏 ] функций, 𝜏 = max{ℎ1, . . . , ℎ𝐽 , 𝜐} .

Уравнение (1) назовём экспоненциально устойчивым если существуют такие
𝐾, 𝛾 > 0 , что при любом 𝜎 ∈ X и любом 𝑥(0) ∈ R решение уравнения (1) имеет оценку:

|𝑥(𝑡)| ⩽ 𝐾𝑒−𝛾𝑡 (|𝑥(0)|+ ‖𝜎‖X) , 𝑡 ∈ R+. (2)

Через 𝐼 обозначим единичный (тождественный) оператор, через 𝑆ℎ следующий опе-
ратор, действующий в пространстве непрерывных (кусочно-непрерывных, суммируе-
мых) функций
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, (𝑇𝑦)(𝑡) =
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0

(𝑆𝜉𝑦) (𝑡) 𝑑𝑟(𝜉),
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Уравнение (1) перепишем в виде

(𝐼 − 𝑆)𝑥̇(𝑡) = (𝑇𝑥)(𝑡) + 𝜎(𝑡), 𝑡 ∈ R+. (3)

Решением уравнения (3) назовём абсолютно непрерывную на каждом конечном от-
резке функцию 𝑥 : R+ → R , удовлетворяющую (3) почти всюду на R+ .

Как известно (см. [3, с. 84, теорема 1.1], [4]), уравнение (3) с заданным начальным
условием 𝑥(0) ∈ R однозначно разрешимо и его решение представимо в виде

𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝑥(0) +

𝜏∫︁
0

𝑌 (𝑡− 𝑠)𝜎(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ R+, (4)

где 𝑋 : R → R называется фундаментальным решением, 𝑌 : R → R — функцией Коши
уравнения (3). Функции 𝑋 и 𝑌 доопределим нулём на отрицательной полуоси.

Из формулы формулы (4) следует, что различные свойства (асимптотическое пове-
дение, положительность и т.п.) решений уравнения (3) определяются фундаментальным
решением и функцией Коши уравнения (3).

Функция 𝑋 определяется как решение однородного уравнения вида (3)

𝑥̇(𝑡)− (𝑆𝑥̇)(𝑡) = (𝑇𝑥)(𝑡), 𝑡 ∈ R+,

дополненного начальным условием 𝑥(0) = 1 .
Функция 𝑌 , в отличие от фундаментального решения, не может быть решением

дифференциального уравнения. Однако в работе [4] установлена связь между 𝑋 и 𝑌 :

𝑋(𝑡) = (𝐼 − 𝑆)𝑌 (𝑡). (5)

Для 𝑋 и 𝑌 рассмотрим следующие оценки:

|𝑌 (𝑡)| ⩽𝑀1𝑒
−𝛾𝑡, (6)

|𝑋(𝑡)| ⩽𝑀2𝑒
−𝛾𝑡, 𝑀1,𝑀2, 𝛾 > 0. (7)

Очевидно, что в силу равенства (5) из оценки (6) вытекает оценка (7).
Пусть

𝛼 = lim
𝑡→∞

ln |𝑌 (𝑡)|
𝑡

<∞.

Будем называть число 𝛼 (строгим) верхним показателем функции 𝑌 .
Обозначим через Γ множество чисел 𝛾 ∈ R , для которых справедлива оценка (6).

Назовём число 𝜔 ≜ sup{𝛾 : 𝛾 ∈ Γ} точным показателем функции Коши.
Теорема 1. Если для функции Коши уравнения (3) справедлива оценка (6) с по-

казателем экспоненты 𝛾 > 0 , то для любого решения уравнения (3) выполняется
оценка (2) .

Теорема 2. Точный показатель функции Коши уравнения (3) равен 𝜔 тогда и
только тогда, когда верхний показатель функции Коши уравнения

𝑦̇(𝑡)−
𝐽∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑒
𝜔ℎ𝑗 𝑦̇ (𝑡− ℎ𝑗) = 𝜔𝑦(𝑡)−

𝐽∑︁
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𝜔ℎ𝑗𝑦 (𝑡− ℎ𝑗) +

𝜐∫︁
0

𝑒𝜔𝑠𝑦(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑟(𝑠), 𝑡 ∈ R+,

равен нулю.
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Теорема 2 предлагает схему для нахождения точного показателя уравнения (3). В [5]
изучается точный показатель решения для двух уравнений нейтрального типа.

Исследования выполнены при поддержке Министерства науки и высшего образова-
ния Российской Федерации (проект № FSNM-2023-0005).
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ОБ ОДНОЙ ФОРМУЛЕ ДЛЯ КРАТНОСТЕЙ ЭЛЕМЕНТОВ
МАКСИМАЛЬНО ИНВАРИАНТНОГО МНОЖЕСТВА СПЕКТРА

ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

В.И. Булатов

Рассмотрим стационарную систему

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡), (1)

где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑟, 𝑡 ∈ [0,+∞[, 𝐴 и 𝐵 - соответственно 𝑛× 𝑛 и 𝑛× 𝑟 матрицы.
Замыкание системы (1) регулятором типа линейной обратной связи

𝑢(𝑡) = 𝑄𝑥(𝑡), (2)

где 𝑄− 𝑟 × 𝑛− матрица, приводит к системе

𝑥̇(𝑡) = (𝐴+𝐵𝑄)𝑥(𝑡), (3)

спектром которой является множество Λ корней (с учетом их кратностей) характери-
стической функции

𝛿(𝜆) = det(𝜆𝐸 − 𝐴−𝐵𝑄). (4)

Из [1]− [3] следует, что, во-первых, для любого регулятора (2) многочлен (4) делит-
ся без остатка на многочлен 𝜙(𝜆), являющийся наибольшим общим делителем миноров
𝑛− го порядка 𝜆−матрицы 𝑃 (𝜆) = [𝜆𝐸 − 𝐴;𝐵], и, во-вторых, среди всех таких дели-
телей многочлена 𝛿(𝜆) рассматриваемый многочлен 𝜙(𝜆) имеет наибольшую степень.
Корни (с учетом их кратностей) многочлена 𝜙(𝜆) составляют максимально инвариант-
ное множество 𝑀 спектров Λ систем (3) .

Справедлива следующая
Теорема. Кратность 𝑙 числа 𝜆0 ∈ 𝑀 равна дефекту [3] матрицы

𝐺 = [𝐻; (𝜆0𝐸 − 𝐴)𝑛], т.е.
𝑙 = 𝑛− 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐺,

где 𝐻 = [𝐵;𝐴𝐵; . . . ;𝐴𝑛−1𝐵].




