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Теорема 2 предлагает схему для нахождения точного показателя уравнения (3). В [5]
изучается точный показатель решения для двух уравнений нейтрального типа.

Исследования выполнены при поддержке Министерства науки и высшего образова-
ния Российской Федерации (проект № FSNM-2023-0005).
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ОБ ОДНОЙ ФОРМУЛЕ ДЛЯ КРАТНОСТЕЙ ЭЛЕМЕНТОВ
МАКСИМАЛЬНО ИНВАРИАНТНОГО МНОЖЕСТВА СПЕКТРА

ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

В.И. Булатов

Рассмотрим стационарную систему

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡), (1)

где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑟, 𝑡 ∈ [0,+∞[, 𝐴 и 𝐵 - соответственно 𝑛× 𝑛 и 𝑛× 𝑟 матрицы.
Замыкание системы (1) регулятором типа линейной обратной связи

𝑢(𝑡) = 𝑄𝑥(𝑡), (2)

где 𝑄− 𝑟 × 𝑛− матрица, приводит к системе

𝑥̇(𝑡) = (𝐴+𝐵𝑄)𝑥(𝑡), (3)

спектром которой является множество Λ корней (с учетом их кратностей) характери-
стической функции

𝛿(𝜆) = det(𝜆𝐸 − 𝐴−𝐵𝑄). (4)

Из [1]− [3] следует, что, во-первых, для любого регулятора (2) многочлен (4) делит-
ся без остатка на многочлен 𝜙(𝜆), являющийся наибольшим общим делителем миноров
𝑛− го порядка 𝜆−матрицы 𝑃 (𝜆) = [𝜆𝐸 − 𝐴;𝐵], и, во-вторых, среди всех таких дели-
телей многочлена 𝛿(𝜆) рассматриваемый многочлен 𝜙(𝜆) имеет наибольшую степень.
Корни (с учетом их кратностей) многочлена 𝜙(𝜆) составляют максимально инвариант-
ное множество 𝑀 спектров Λ систем (3) .

Справедлива следующая
Теорема. Кратность 𝑙 числа 𝜆0 ∈ 𝑀 равна дефекту [3] матрицы

𝐺 = [𝐻; (𝜆0𝐸 − 𝐴)𝑛], т.е.
𝑙 = 𝑛− 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐺,

где 𝐻 = [𝐵;𝐴𝐵; . . . ;𝐴𝑛−1𝐵].
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ПОСТРОЕНИЕ МНОЖЕСТВА УПРАВЛЯЕМОСТИ
ДЛЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ БЫСТРОДЕЙСТВИЯ

С НАРУШЕНИЕМ УСЛОВИЯ ОБЩНОСТИ ПОЛОЖЕНИЯ

М.Н. Гончарова

Рассмотрим управляемый объект, поведение которого описывается системой уравне-
ний второго порядка {︂

𝑥̇1 = 𝜆1𝑥1 + 𝑣1,
𝑥̇2 = 𝜆2𝑥2 + 𝑣2,

(1)

где управление (𝑣1; 𝑣2) является векторной кусочно-непрерывной функцией, принима-
ющей значения из четырехугольника 𝑉 . Mножество векторных кусочно-непрерывных
функций, принимающих значения из компакта 𝑉 обозначим через 𝑈 .

Множество всех точек фазового пространства, в которых объект (1) находится в мо-
мент времени 𝑡 , в момент времени 𝑡1 попадает в начало координат 𝑂 с помощью неко-
торого управления из множества 𝑈 , называется множеством управляемости объекта (1)
в начало координат. Это множество обозначим через 𝑌 (𝑡, 𝑡1, {𝑂}, 𝑈,𝑅2) . Момент време-
ни 𝑡1 считаем фиксированным. Рассмотрим задачу построения множества управляемо-
сти 𝑌 (𝑡, 𝑡1, {𝑂}, 𝑈,𝑅2) для произвольного момента времени 𝑡 .

Будем считать, что выполняются неравенства 0 < 𝜆1 < 𝜆2 . Вершины четырехуголь-
ника 𝑉 обозначим через 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 4 , обходя контур четырехугольника против часовой
стрелки. Координаты вершины 𝐶𝑖 обозначим через 𝐶𝑖1, 𝐶𝑖2 . Примем, что выполняются
следующие соотношения:

𝐶11 > 0, 𝐶12 > 0, 𝐶21 < 0, 𝐶22 > 𝐶12, 𝐶31 < 𝐶21,
𝐶32 < 0, 𝐶41 > 0, 𝐶42 = 𝐶32, 𝐶41 < 𝐶11.

Замечание 1. В сделанных предположениях начало координат принадлежит мно-
жеству 𝑉 , но не является его вершиной. Три стороны четырехугольника 𝑉 не парал-
лельны осям координат, но сторона, соединяющая вершины 𝐶3 и 𝐶4 , параллельна оси
𝑂𝑥1 . Поэтому условие общности положения не выполнено.

Теорема. Множество 𝑌 (𝑡, 𝑡1, {𝑂}, 𝑈,𝑅2) ограничено линиями

𝑥1(𝜂) =
𝐶31

𝜆1
𝑒−𝜆1𝜏 + 𝐶41−𝐶31

𝜆1
𝑒𝜆1(𝜂−𝜏) − 𝐶41

𝜆1
,

𝑥2(𝜂) =
𝐶32

𝜆2
𝑒−𝜆2𝜏 − 𝐶42

𝜆2
,

(2)

𝑥1(𝜂) =
𝐶11

𝜆1
𝑒−𝜆1𝜏 + 𝐶41−𝐶11

𝜆1
𝑒𝜆1(𝜂−𝜏) − 𝐶41

𝜆1
,

𝑥2(𝜂) =
𝐶12

𝜆2
𝑒−𝜆2𝜏 + 𝐶42−𝐶12

𝜆2
𝑒𝜆2(𝜂−𝜏) − 𝐶42

𝜆2
,

(3)

𝑥1(𝜂) =
𝐶11

𝜆1
𝑒−𝜆1𝜏 + 𝐶21−𝐶11

𝜆1
𝑒𝜆1(𝜂−𝜏) − 𝐶21

𝜆1
,

𝑥2(𝜂) =
𝐶12

𝜆2
𝑒−𝜆2𝜏 + 𝐶22−𝐶12

𝜆2
𝑒𝜆2(𝜂−𝜏) − 𝐶22

𝜆2
,

(4)




