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Рис. 1. Решение задачи (1) – (3) Рис. 2. Решение задачи (4)
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МИНИМИЗАЦИЯ КВАДРАТИЧНОГО ФУНКЦИОНАЛА В
НЕСТАЦИОНАРНЫХ ДИСКРЕТНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ

ВОЛЬТЕРРА

М.П.Дымков, В.В.Горячкин

Особый интерес привлекают дискретные системы с последействием, существенной
особенностью которых является зависимость состояний системы от предыстории про-
цесса [1, 2]. Среди таких систем особое место занимают системы уравнений Вольтерра,
у которых состояние в каждый момент времени зависит от всей предыстории процесса.
Рассмотрим систему уравнений вида

𝑥(𝑡+ 1) =
𝑡∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗(𝑡)𝑥(𝑡− 𝑗) +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0 ∈ R𝑛, 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1. (1)

Здесь 𝐴𝑗(𝑡) и 𝐵(𝑡) заданные (𝑛 × 𝑛) и (𝑛 × 𝑚) вещественные матрицы, 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛

−𝑛− вектор состояния, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚 −𝑚− вектор управления в момент 𝑡 . Требуется на
решениях системы управления (1) минимизировать функционал качества вида

𝐽(𝑢) =
𝑁∑︁
𝑡=1

[(𝑄(𝑡)𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡)) + (𝑅(𝑡− 1)𝑢(𝑡− 1), 𝑢(𝑡− 1))] → min
𝑢(·)

, (2)
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где 𝑄(𝑡), 𝑅(𝑡), 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑁 заданные симметрические неотрицательно определенные
(𝑛×𝑛) и положительно определенные невырожденные (𝑚×𝑚) матрицы, соответственно.

Определение 1. Функцию 𝑢(𝑡), 𝑡 = 1, ..., 𝑁 − 1 будем называть допустимым управ-
лением, если 𝑢 = (𝑢(0), 𝑢(1), ..., 𝑢(𝑁 − 1)) ∈ R𝑚𝑁 . Решением системы уравнений (1) при
заданном допустимом управлении 𝑢(𝑡), 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1 назовем функцию 𝑥(𝑡), 𝑡 =
= 1, ..., 𝑁 , которая удовлетворяет условию 𝑥 = (𝑥(1), ..., 𝑥(𝑁)) ∈ R𝑛𝑁 и системе уравне-
ний (1) при всех 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1 .

Лемма 1. Решение 𝑥 = 𝑥(𝑡, 𝑢, 𝑥0), 𝑡 = 1, ..., 𝑁 системы уравнений (1) при заданных
начальном условии 𝑥0 и допустимом управлении 𝑢(𝑡), 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1 представимо
в виде

𝑥(𝑡) = 𝐹0(𝑡)𝑥0 +
𝑡−1∑︁
𝑗=0

𝐹𝑗+1(𝑡)𝐵(𝑗)𝑢(𝑗), 𝑡 = 1, 2, ..., 𝑁, (3)

где (𝑛× 𝑛) матрицы 𝐹𝑗(𝑡) удовлетворяют следующим рекуррентным соотношениям

𝐹𝑗(𝑡) =
𝑡−1∑︁
𝑘=𝑗

𝐹𝑘+1(𝑡)𝐴𝑘−𝑗(𝑘), 𝐹𝑗(𝑗) = 𝐸, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑡, 𝑡 = 1, 2, ..., 𝑁,

где 𝐸 – единичная (𝑛× 𝑛) матрица.
Для исследования задач оптимизации в линейных дискретных системах управления,

определенных на целочисленной решетке 𝑍+ , оказалось удобным [3,4] их операторное
представление в соответствующих гильбертовых пространствах последовательностей.
Этот прием будем использовать и для решения задачи (1) – (2).

Определим оператор 𝐿 : R𝑚𝑁 → R𝑛(𝑁+1) формулой

(𝐿𝑢)(𝑡) =
𝑡−1∑︁
𝑗=0

𝐹𝑗+1(𝑡)𝐵(𝑗)𝑢(𝑗), (𝐿𝑢)(0) = 0, 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑁. (4)

Имеет место следующая теорема.
Теорема 1. Задача оптимизации (1)-(2) имеет единственное решение, которое

представимо в виде
𝑢0 = −(R+ 𝐿*Q𝐿)−1𝐿*Q𝜔 (5)

где 𝐿* : R𝑛(𝑁+1) → R𝑚𝑁 оператор сопряженный к оператору 𝐿 ,
𝜔 = (𝐹0(0)𝑥0, 𝐹0(1)𝑥0, ..., 𝐹0(𝑁)𝑥0) , а операторы R : R𝑚𝑁 → R𝑚𝑁 Q : R𝑛𝑁 → R𝑛𝑁

определяются формулами

(R𝑢)(𝑡) = 𝑅(𝑡)𝑢(𝑡), (Q𝑥)(𝑡) = 𝑄(𝑡)𝑥(𝑡), 𝑡 = 1, .., 𝑁.

Полученное в теореме 1 выражение оптимального управления имеет операторный
вид, что создает определенные трудности. По этой причине становится актуальной за-
дача поиска более приемлемых форм представление оптимального решения.

Определим оператор 𝑉 : R𝑛𝑁 → R𝑛𝑁 формулой

(𝑉 𝜙)(𝑡) =
𝑡∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗(𝑡)𝜙(𝑡− 𝑗), 𝑡 = 1, ..., 𝑁, 𝜙 = (𝜙(1), ..., 𝜙(𝑁)) ∈ R𝑛𝑁 .

Можно показать, что сопряженный оператор 𝑉 * : R𝑛𝑁 → R𝑛𝑁 задается формулой

(𝑉 *𝜓)(𝑡) =
𝑁−𝑡∑︁
𝑘=0

𝐴𝑇
𝑘 (𝑡+ 𝑘)𝜓(𝑡+ 𝑘), 𝑡 = 1, ..., 𝑁, 𝜓 = (𝜓(1), ..., 𝜓(𝑁)) ∈ R𝑛𝑁 ,
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где 𝐴𝑇
𝑘 (𝑡) обозначает матрицу транспонированную с матрицей 𝐴𝑘(𝑡) .

В соответствии с представлением сопряженного оператора 𝑉 * рассмотрим следую-
щую систему уравнений

𝑧(𝑡− 1) =
𝑁−𝑡∑︁
𝑘=0

𝐴𝑇
𝑘 (𝑡)𝑧(𝑡+ 𝑘) + 𝑔(𝑡), 𝑡 = 𝑁,𝑁 − 1, ..., 1 𝑧(𝑁) = 0, (6)

которую будем называть сопряженной с исходной системой (1). Для представления реше-
ний сопряженной системы (6) введем (𝑛 × 𝑛)− матрицы 𝐺𝑗(𝑡),
𝑡 = 𝑁,𝑁 − 1, ..., 1; 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑡 следующими рекуррентными формулами

𝐺𝑗+1(𝑡− 1) =
𝑁−𝑡∑︁
𝑘=0

𝐴𝑇
𝑘 (𝑡− 1+ 𝑘)𝐺𝑗−𝑘(𝑡+ 𝑘), 𝑡 = 𝑁,𝑁 − 1, ..., 1, 𝐺0(𝑡) = 𝐸, 𝐺𝑠(𝑡) = ∅, 𝑠 < 0,

где 𝐸, ∅− (𝑛× 𝑛) - единичная и нулевая, соответственно, матрицы.
В работе исследуется вопрос представления оптимального управления в виде функ-

ции переменных сопряженной системы.
Работа выполнена при финансовой поддержке ГПНИ "Конвергенция - 2025".
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КОНСТРУКЦИЯ ФУНКЦИОНАЛА ПОЛНОГО ТИПА
ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ СИСТЕМ

С ЛИНЕЙНО ВОЗРАСТАЮЩИМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

А.П. Жабко, В.С. Жигалов

Введение. В настоящее время не ослабевает актуальность исследования матема-
тических моделей, описываемых дифференциально-разностными уравнениями с линей-
но возрастающим запаздыванием. К таким моделям относятся, в частности, динами-
ка автомобильного потока на КАД, модель информационного сервера, распространение
эпидемии и др. В работе [1] рассматривалась стабилизация линейной системы с линей-
ным пропорциональным запаздыванием. В настоящей работе изучается асимптотическая
устойчивость нулевого решения неуправляемой системы дифференциально-разностных
уравнений с линейно возрастающим запаздыванием.

Рассмотрим систему уравнений с однородными правыми частями

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝑔(𝑥(𝛼𝑡)), 0 < 𝛼 < 1, (1)




