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где 𝑤(𝑧) – фиксированное решение 𝑁− го уравнения (1), а 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝜇− постоянные пара-
метры. Нас интересуют условия на параметры, при выполнении которых любое локаль-
ное голоморфное решение уравнения (5) допускает аналитическое продолжение до гло-
бально мероморфного решения, т.е. общее решение уравнения (5) мероморфно или даже
рационально. Ясно, что уравнение (5) – уравнение с конечными регулярными особыми
точками в полюсах 𝑤(𝑧) и для построения фундаментальной системы можно исполь-
зовать метод Фробениуса. При этом наряду с регулярностью конечных особых точек
𝑧 = 𝑧𝑗 необходима целостность показателей, относящихся к особым точкам и отсутствие
в разложениях решений в окрестностях особых точек логарифмов 𝑙𝑛(𝑧 − 𝑧𝑗) . Справед-
лива

Теорема 1. Если для уравнения (5), где 𝑤(𝑧) – фиксированное решение уравнений
(2)–(4), выполняется хотя бы одно из условий

𝑎) 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0; 𝑏) 𝑎 = −1, 𝑏 = 0, 𝑐 = 1; 𝑐) 𝑎 = −1, 𝑏 = 0, 𝑐 = −1, (6)

то общее решение уравнения (5) мероморфно.
Исключая тривиальный случай (6a), в случаях (6b) и (6c) имеем уравнения

𝑢′′ + (𝜀𝑤′ − 𝑤2 + 𝜇)𝑢 = 0, 𝜀2 = 1, (7)

Для того, чтобы общее решение уравнения (5) было рациональным, необходимо, что-
бы для решения 𝑢(𝑧) точка 𝑧 = ∞ была полюсом или точкой голоморфности. Спра-
ведлива

Теорема 2. Если в уравнении (7) 𝜇 = 0 и 𝑤(𝑧) = 𝑄′
𝑛−1(𝑧)/𝑄𝑛−1(𝑧) − 𝑄′

𝑛(𝑧)/𝑄𝑛(𝑧)

– рациональное решение уравнения (1) при 𝛼 = 𝑛 ∈ Z+, где 𝑄𝑛 = 𝑄
[𝑁 ]
𝑛 – полиномы

Яблонского–Воробьева, то общее решение уравнения (7) имеет вид
𝑢(𝑧) = (𝐶1𝑄𝑛 + 𝐶2𝑄𝑛−2) /𝑄𝑛−1 при 𝜀 = 1 и 𝑢(𝑧) = (𝐶1𝑄𝑛−1(𝑧) + 𝐶2𝑄𝑛+1(𝑧)) /𝑄𝑛(𝑧).
при 𝜀 = −1 .

Заметим, что для второго уравнения Пенлеве (2) результаты работы частично полу-
чены в [3].
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СВОЙСТВО ПЕНЛЕВЕ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ
СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

Л.В. Детченя, Е.Е. Кулеш, В.М. Пецевич

Целью данной работы является поиск необходимых и достаточных условий наличия
свойства Пенлеве у решений системы двух дифференциальных уравнений

𝑥′2 = (𝛼1𝑥+ 𝛼2)(𝐾1𝑦
2 + 𝑥𝑦 +𝐾2),

𝑦′2 = (𝑦 + 𝛽1)(𝐾1𝑦
2 + 𝑥𝑦 +𝐾2),

(1)
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где |𝛼1| + |𝛼2| ≠ 0 , 𝛼𝑖 , 𝛽𝑗 – аналитические функции переменной 𝑡 , 𝐾1 ̸= 0 , 𝐾𝑖 –
некоторые постоянные.

Запись 𝑃 ̸= 0 означает, что 𝑃 не обращается в нуль в некоторой области 𝐷 .
Система (1) является частным случаем системы

𝑥′2 = (𝑎24𝑥
4 + 𝑎23𝑥

3 + 𝑎22𝑥
2 + 𝑎21𝑥+ 𝑎20) 𝑦

2+
+(𝑎14𝑥

4 + 𝑎13𝑥
3 + 𝑎12𝑥

2 + 𝑎11𝑥+ 𝑎10) 𝑦 + 𝑎04𝑥
4 + 𝑎03𝑥

3 + 𝑎02𝑥
2 + 𝑎01𝑥+ 𝑎00,

𝑦′2 = (𝑏41𝑦
4 + 𝑏31𝑦

3 + 𝑏21𝑦
2 + 𝑏11𝑦 + 𝑏01)𝑥+ 𝑏40𝑦

4 + 𝑏30𝑦
3 + 𝑏20𝑦

2 + 𝑏10𝑦 + 𝑏00

(2)

с аналитическими по 𝑡 коэффициентами, где

|𝑎24|+ |𝑎23|+ |𝑎22|+ |𝑎21|+ |𝑎20| ≠ 0, |𝑏41|+ |𝑏31|+ |𝑏21|+ |𝑏11|+ |𝑏01| ≠ 0.

Система (2), когда 𝑏41 = 𝑏31 = 𝑏21 = 𝑏11 = 0 , 𝑏01 ̸= 0 рассматривалась в [1]. Случай,
когда 𝑏41 = 𝑏31 = 𝑏21 = 0 , 𝑏11 ̸= 0 рассматривался в [2]. Случай, когда |𝑏41| + |𝑏31| ̸= 0
рассматривался в [3].

Система (1) является одной из 7 систем, которые являются необходимыми условиями
наличия свойства Пенлеве у системы

𝑥′2 = (𝑎24𝑥
4 + 𝑎23𝑥

3 + 𝑎22𝑥
2 + 𝑎21𝑥+ 𝑎20) 𝑦

2+
+(𝑎14𝑥

4 + 𝑎13𝑥
3 + 𝑎12𝑥

2 + 𝑎11𝑥+ 𝑎10) 𝑦 + 𝑎04𝑥
4 + 𝑎03𝑥

3 + 𝑎02𝑥
2 + 𝑎01𝑥+ 𝑎00,

𝑦′2 = (𝑦2 + 𝑏11𝑦 + 𝑏01)𝑥+ 𝑏40𝑦
4 + 𝑏30𝑦

3 + 𝑏20𝑦
2 + 𝑏10𝑦 + 𝑏00

с аналитическими по 𝑡 коэффициентами, где |𝑎24|+ |𝑎23|+ |𝑎22|+ |𝑎21|+ |𝑎20| ̸= 0 [4]. (В
[4] система (1) имеет обозначение (8)).

Одна из систем, полученных в [4] (в [4] имеет обозначение (11)), рассматривалась в
[5].

Исключая из системы (1) компоненту 𝑥 , относительно компоненты 𝑦 построим диф-
ференциальное уравнение. Используя метод малого параметра и некоторые леммы из [6],
[7] получим дополнительные условия на коэффициенты системы (1).

Построив уравнение относительно компоненты 𝑥 и используя метод резонансов, тест
Пенлеве, метод сравнения полученных уравнений с уравнениями, аналитические свой-
ства решений которых известны, покажем, что справедлива

Теорема. Для того, чтобы дифференциальная система (1) обладала свойством Пе-
нлеве, необходимо, чтобы она дробно-линейным преобразованием 𝑥 , 𝑦 и аналитической
заменой независимой переменной 𝑡 приводилась к одному из видов:

𝑥′2 = 𝐻1(𝐾1𝑦
2 + 𝑥𝑦 +𝐾2), 𝑦′2 = (𝑦 +𝐻3)(𝐾1𝑦

2 + 𝑥𝑦 +𝐾2); (3)

𝑥′2 = 𝐻1(𝑥+𝐻2)(𝐾1𝑦
2 + 𝑥𝑦 +𝐾2), 𝑦′2 = (𝑦 +𝐻3)(𝐾1𝑦

2 + 𝑥𝑦 +𝐾2),

где 𝐻1 , 𝐻2 , 𝐻3 , 𝐾1 , 𝐾2 – некоторые постоянные, и при этом 𝐻1 ̸= 0 , 𝐾1 ̸= 0 .
Дифференциальная система (3) обладает свойством Пенлеве.
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ШЕСТОГО ПОРЯДКА

Е. Е. Кулеш, И. П. Мартынов, В. М. Пецевич

В работе [1] получены семь обыкновенных дифференциальных уравнений пятого по-
рядка со свойством Пенлеве. В рамках решения задачи классификации дифференци-
альных уравнений в частных производных шестого порядка по свойству Пенлеве будем
строить на основе этих ОДУ дифференциальные уравнения в частных производных и
исследовать их на наличие свойства Пенлеве. В работах [2–5] исследованы три из них.

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение со свойством Пенлеве

𝑦(5) + 4𝑦𝑦(4) + 14𝑦′𝑦′′′ + 6𝑦2𝑦′′′ + 10(𝑦′′)2 + 36𝑦𝑦′𝑦′′ + 4𝑦3𝑦′′ + 12(𝑦′)3 + 12𝑦2(𝑦′)2 = 0.

Построим на его основе дифференциальное уравнение в частных производных

(𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 4𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 + 14𝑤𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥 + 6𝑤2𝑤𝑥𝑥𝑥 + 10𝑤2
𝑥𝑥 + 36𝑤𝑤𝑥𝑤𝑥𝑥+

+4𝑤3𝑤𝑥𝑥 + 12𝑤3
𝑥 + 12𝑤2𝑤2

𝑥)𝑥 = 𝐹,
(1)

где 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑡) , 𝐹 содержит слагаемые меньшего веса с производными по 𝑥 и по 𝑡
с аналитическими коэффициентами от (𝑥, 𝑡) . Общий вид 𝐹 можно посмотреть в ра-
боте [5]. Ставится задача исследовать уравнение (1) на наличие свойства Пенлеве [6] и
исследовать некоторые аналитические свойства его решений.

Резонансная структура уравнения (1) описывается наборами (𝑠, 𝑢0; 𝑟1, ..., 𝑟𝑛) :

(1, 1;−1, 1, 2, 4, 5, 6), (1, 2;−1,−2, 1, 4, 5, 6), (1, 3;−1,−2,−3, 4, 5, 6).

Теорема 1. Чтобы уравнение (1) имело свойство Пенлеве, необходимо, чтобы оно




