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ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ЗАПАЗДЫВАЮЩЕГО ТИПА

В.В. Малыгина

Рассмотрим систему линейных автономных дифференциальных уравнений

𝑥̇(𝑡) + 𝐴𝑥(𝑡) +

𝑟∫︁
0

𝑑𝑅(𝑠)𝑥(𝑡− 𝑠) =

𝑝∫︁
0

𝑑𝑃 (𝑠)𝑥(𝑡− 𝑠) + 𝑓(𝑡), 𝑡 ≥ 0, (1)

где 𝑟, 𝑝 > 0 , 𝐴 — постоянная 𝑛 × 𝑛 -матрица, 𝑅,𝑃 — 𝑛 × 𝑛 -матрицы-функции ограни-
ченной вариации, 𝑓 — локально-суммируемая вектор-функция. Интегралы понимаются
в смысле Римана — Стилтьеса, что позволяет учитывать как сосредоточенное, так и рас-
пределенное запаздывание. Начальную функцию, не нарушая общности, можно считать
частью внешнего возмущения 𝑓 . В указанных предположениях система (1) с заданными
начальными условиями 𝑥(0) ∈ R𝑛 однозначно разрешима в классе локально абсолютно
непрерывных функций и ее решение представимо в виде [1]

𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝑥(0) +

𝑡∫︁
0

𝑋(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 0. (2)

Матрица-функция 𝑋 называется фундаментальной матрицей системы (1). Из (2) сле-
дует, что поведение любого решения системы (1) полностью определяется свойствами
фундаментальной матрицы.



Теория устойчивости и управления движением 126

Систему (1) назовем экспоненциально устойчивой, если при некоторых положитель-
ных 𝑁,𝛼 > 0 для всех 𝑡 ≥ 0 справедлива оценка |𝑋(𝑡)| ≤ 𝑁 exp(−𝛼𝑡) .

Левая часть (1) определяет специально выделенную «систему сравнения»

𝑥̇(𝑡) + 𝐴𝑥(𝑡) +

𝑟∫︁
0

𝑑𝑅(𝑠)𝑥(𝑡− 𝑠) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ≥ 0, (3)

которую стремятся выбрать так, чтобы она имела более простую структуру, чем исход-
ная система, но при этом ее решения обладали сходными с (1) асимптотическими свой-
ствами. Эта схема («метод сравнения») успешно использовалась многими исследователя-
ми [2, 3, 4], но в большей части работ в качестве системы сравнения выбиралась система
обыкновенных дифференциальных уравнений с диагональной матрицей 𝐴 . Очевидно,
что в этом случае фундаментальная матрица также является диагональной и имеет вид
𝑒−𝐴𝑡 , что существенно упрощает исследование.

Отметим, однако, что дифференциальные уравнения с «малым» запаздыванием по
свойствам близки к обыкновенным: если их решения стремятся к нулю, то только по
экспоненциальному закону; они не выражаются явно через элементарные функции, но
допускают точные двусторонние оценки [5, 6]. Это делает возможным выбор в качестве
систем сравнения системы вида (3) с ненулевой матрицей 𝑅 , что существенно расширяет
возможности метода.

Пусть 𝐴 = diag{𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛} , где 𝑎𝑘 ∈ R , 𝑅(𝑠) = diag{𝑟1(𝑠), 𝑟2(𝑠), . . . , 𝑟𝑛(𝑠)} , где
каждая из функций 𝑟𝑘 — неубывающая функция, 𝑘 = 1, 𝑛 ; 𝑃 — неубывающая матрица-
функция.

Теорема 1. Пусть система (3) экспоненциально устойчива, а ее фундаментальная
матрица положительна. Тогда для фундаментальной матрицы системы (1) справед-
лива двусторонняя оценка

0 ≤ 𝑋(𝑡) ≤ 𝑁 exp(−𝛼𝑡), 𝑡 ≥ 0, (4)

если и только если матрица 𝐴+
𝑟∫︀
0

𝑑𝑅(𝑠)−
𝑝∫︀
0

𝑑𝑃 (𝑠) обратима и

⎛⎝𝐴+

𝑟∫︁
0

𝑑𝑅(𝑠)−
𝑝∫︁

0

𝑑𝑃 (𝑠)

⎞⎠−1

≥ 0.

Теорема 1 дает эффективный критерий экспоненциальной устойчивости системы (1),
если располагать соответствующей информацией о системе сравнения. В силу сказанно-
го выше матрицы 𝐴 и 𝑅 предполагаются диагональными, следовательно, систему (3)
можно рассматривать как совокупность независимых скалярных уравнений, для кото-
рых вопрос о положительности фундаментального решения и экспоненциальной устой-
чивости достаточно хорошо изучен. Приведем здесь эффективно проверяемый критерий,
который обеспечивает точную двустороннюю оценку фундаментального решения.

Рассмотрим скалярное уравнение вида (3)

𝑥̇(𝑡) + 𝑎𝑥(𝑡) +

𝑟∫︁
0

𝑥(𝑡− 𝑠)𝑑𝑟(𝑠) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ≥ 0, (5)
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обозначим 𝐹 (𝜆) = 𝜆+ 𝑎+
𝑟∫︀
0

𝑒−𝜆𝑠 𝑑𝑟(𝑠) , 𝜆 ∈ R , характеристическую функцию уравнения

(5), через 𝑥0 — его фундаментальное решение.
Теорема 2 [5]. Пусть 𝑎 ∈ R , 𝑟𝑘 — неубывающая функция. Фундаментальное реше-

ние уравнения (5) имеет двустороннюю оценку

𝑒−𝜔𝑡 ≤ 𝑥0(𝑡) ≤
1

𝐹 ′(−𝜔)
𝑒−𝜔𝑡, 𝑡 ≥ 0,

тогда и только тогда, когда 𝐹 (−𝜔) = 0 , 𝐹 ′(−𝜔) > 0 при 𝜔 > 0 .
Заметим, что теорема 2 дает точный показатель экспоненты и неулучшаемое значение

коэффициента, на основе которых удается оценить 𝑁,𝛼 в оценке (4).
Работа выполнена при финансовой поддержке при поддержке Минобрнауки РФ (гос-

задание FSNM-2023-0005).
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ
КЛАССОВ НЕАВТОНОМНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

И.И. Матвеева

Рассматриваются некоторые классы систем неавтономных функционально-
дифференциальных уравнений с переменным запаздыванием. Исследованы асимптоти-
ческие свойства решений на полупрямой и получены оценки, характеризующие скорость
стабилизации решений на бесконечности. Работа продолжает наши исследования свойств
решений неавтономных уравнений с запаздыванием (см., например, [1–3]).

Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики
им. С.Л. Соболева СО РАН (проект № FWNF-2022-0008).
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