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К МЕТОДАМ КОРРЕКТИРОВКИ ПАРАМЕТРОВ ЛИНЕЙНОЙ
ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ ДЛЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ ОБРАТНОЙ

ОПТИМИЗАЦИИ

Л.А Пилипчук

Обратная задача оптимизации с нормой 𝑙𝑝 состоит в том, чтобы определить вектор
стоимости ̃︀𝑐 такой, что выбранный вектор 𝑥0 является оптимальным решением 𝑃 (̃︀𝑐) =
= 𝑚𝑖𝑛{̃︀𝑐,𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑍}. Другими словами,необходимо заменить вектор стоимости 𝑐 на
вектор ̃︀𝑐 так, чтобы 𝑥0 являлся оптимальным решением относительно возмущенного
вектора стоимости ̃︀𝑐 , а стоимость возмущения при этом была бы минимальна.

Рассмотрим линейную задачу сетевой оптимизации однородного потока в обобщенной
сети с вложенной сетевой структурой ограничений и преобразованием дуговых потоков

𝑓(𝑥) =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝑈

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 +
∑︁
𝑖∈𝐼*

𝑐𝑖𝑥𝑖 −→ min, (1)

∑︁
𝑗∈𝐼+𝑖 (𝑈)

𝑥𝑖𝑗 −
∑︁

𝑗∈𝐼−𝑖 (𝑈)

𝜇𝑗𝑖𝑥𝑗𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼*,
∑︁

𝑗∈𝐼+𝑖 (𝑈)

𝑥𝑖𝑗 −
∑︁

𝑗∈𝐼−𝑖 (𝑈)

𝜇𝑗𝑖𝑥𝑗𝑖 = 𝑎𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 ∖ 𝐼*, (2)

∑︁
(𝑖,𝑗)∈𝑈

𝜆𝑝𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 +
∑︁
𝑖∈𝐼*

𝜆𝑝𝑖𝑥𝑖 = 𝛼𝑝, 𝑝 = 1, 𝑙, (3)

0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑑𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈, 𝑏*𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑏*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼*, (4)

где 𝐺 = (𝐼, 𝑈) – связный конечный ориентированный граф, 𝐼* – множество узлов
с неизвестным внешним потоком 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼* , 𝑥 = (𝑥𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 ;𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼*) – вектор
дуговых и внешних потоков графа 𝐺 , 𝑐𝑖𝑗 , 𝑐𝑖 , 𝜇𝑖𝑗 , 𝑎𝑖 , 𝜆𝑝𝑖𝑗 , 𝜆𝑝𝑖 , 𝛼𝑝 , 𝑑𝑖𝑗 , 𝑏*𝑖 , 𝑏*𝑖 –
известные параметры задачи (1) – (4), 𝐼+𝑖 (𝑈) = {𝑗 ∈ 𝐼 : (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈} , 𝐼−𝑖 (𝑈) = {𝑗 ∈ 𝐼 :
(𝑗, 𝑖) ∈ 𝑈} . Параметры линейной целевой функции (1) являются неточными данными.

Вектор 𝑥 = (𝑥𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 ;𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼*) – допустимое решение экстремальной задачи
(1) – (4) (выполняются ограничения (2) – (4)), 𝑥 ∈ 𝑍 .

Математическая модель двойственной задачи к (1) – (4) имеет вид:

∑︁
𝑖∈𝐼∖𝐼*

𝑎𝑖𝑦𝑖 +
𝑙∑︁

𝑝=1

𝛼𝑝𝑟𝑝 +
∑︁
𝑖∈𝐼*

𝑏*𝑖𝑤𝑖 −
∑︁
𝑖∈𝐼*

𝑏*𝑖 𝑡𝑖 −
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝑈

𝑑𝑖𝑗𝑣𝑖𝑗 −→ max, (5)

𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑗𝑦𝑗 +
𝑙∑︁

𝑝=1

𝜆𝑝𝑖𝑗𝑟𝑝 − 𝑣𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑗, 𝑣𝑖𝑗 ≥ 0, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈, (6)

−𝑦𝑖 +
𝑙∑︁

𝑝=1

𝜆𝑝𝑖 𝑟𝑝 + 𝑤𝑖 − 𝑡𝑖 = 𝑐𝑖, 𝑤𝑖 ≥ 0, 𝑡𝑖 ≥ 0, 𝐼*, (7)

вектор 𝜆 = (𝑦, 𝑟, 𝑤, 𝑡, 𝑣) – допустимое решение двойственной задачи (выполняются
ограничения (6) – (7)), 𝜆 ∈ Λ состоит из векторов 𝑦 = (𝑦𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼) , 𝑟 = (𝑟𝑝, 𝑝 = 1, 𝑙) ,
𝑤 = (𝑤𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼*) , 𝑡 = (𝑡𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼*) , 𝑣 = (𝑣𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈) .

Теорема 1. Пусть 𝑥0 = (𝑥0𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 ; 𝑥0𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼*) – некоторое известное
допустимое решение задачи (1) – (4), 𝑥0 ∈ 𝑍 и 𝜆 = (𝑦, 𝑟, 𝑤, 𝑡, 𝑣) – допустимое решение
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двойственной задачи (5) – (7), 𝜆 ∈ Λ . Если для некоторого допустимого решения 𝜆 =
= (𝑦, 𝑟, 𝑤, 𝑡, 𝑣) , 𝜆 ∈ Λ двойственной задачи (5) – (7) выполняются условия: (𝑦𝑖−𝜇𝑖𝑗𝑦𝑗+

+
∑︀𝑙

𝑝=1 𝜆
𝑝
𝑖𝑗𝑟𝑝−𝑣𝑖𝑗−𝑐𝑖𝑗)𝑥0𝑖𝑗 = 0, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 ; (𝑑𝑖𝑗−𝑥0𝑖𝑗)𝑣𝑖𝑗 = 0, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 ; (𝑥0𝑖−𝑏*𝑖)𝑤𝑖 = 0, 𝑖 ∈ 𝐼*;

(𝑏*𝑖 − 𝑥0𝑖 )𝑡𝑖 = 0, 𝑖 ∈ 𝐼*, то известное допустимое решение 𝑥0 является оптимальным
решением задачи (1) – (4).

Пусть известно одно из допустимых решений 𝑥0 задачи (1) – (4), 𝑥0 ∈ 𝑍 . Требуется
минимально изменить коэффициенты целевой функции (1), чтобы выбранное допусти-
мое решение 𝑥0 стало оптимальным. Для корректировки параметров линейной целевой
функции (1) применим принципы обратной оптимизации [1] – [2]. Обозначим через 𝛾𝑖𝑗 ,
𝛽𝑖𝑗 соответственно увеличение и уменьшение параметра 𝑐𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 и 𝛾𝑖 , 𝛽𝑖 соответ-
ственно увеличение и уменьшение параметра 𝑐𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼* целевой функции (1). При этом,
𝛾𝑖𝑗 и 𝛽𝑖𝑗 не могут одновременно принимать положительные значения: ̃︀𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 + 𝛾𝑖𝑗 −
− 𝛽𝑖𝑗, 𝛾𝑖𝑗 ≥ 0, 𝛽𝑖𝑗 ≥ 0, 𝛾𝑖𝑗𝛽𝑖𝑗 = 0, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈. Кроме этого, положим ̃︀𝑐𝑖 = 𝑐𝑖 + 𝛾𝑖 − 𝛽𝑖 ,
𝛾𝑖 ≥ 0 , 𝛽𝑖 ≥ 0 , при этом, 𝛾𝑖 и 𝛽𝑖 одновременно не могут принимать положительные
значения: ̃︀𝑐𝑖 = 𝑐𝑖 + 𝛾𝑖 − 𝛽𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼*, 𝛾𝑖 ≥ 0, 𝛽𝑖 ≥ 0, 𝛾𝑖𝛽𝑖 = 0, 𝑖 ∈ 𝐼*.

Найти такие коэффициенты ̃︀𝑐 = (̃︀𝑐𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 ; ̃︀𝑐𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼* ) для которых известное
допустимое решение 𝑥0 ∈ 𝑍 является оптимальным решением экстремальной задачи с
целевой функцией: 𝑓(𝑥0) =

∑︀
(𝑖,𝑗)∈𝑈 𝑐𝑖𝑗𝑥

0
𝑖𝑗 +

∑︀
𝑖∈𝐼* 𝑐𝑖𝑥

0
𝑖 −→ min, и ограничениями (2) –

(4).
Построим математическую модель процесса корректировки параметров линейной це-

левой функции (1). Мера близости векторов 𝑐 и ̃︀𝑐 оценивается с помощью нормы 𝑙𝑝, 𝑝 =
= 1 , что позволяет оставаться в рамках линейного программирования. Общая коррек-
тировка параметров целевой функции является минимальной в соответствии с нормой
𝑙1 :

𝑙1 =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝑈

|̃︀𝑐𝑖𝑗 − 𝑐𝑖𝑗|+
∑︁
𝑖∈𝐼*

|̃︀𝑐𝑖 − 𝑐𝑖| =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝑈

|𝛾𝑖𝑗 − 𝛽𝑖𝑗|+
∑︁
𝑖∈𝐼*

|𝛾𝑖 − 𝛽𝑖| =

∑︁
(𝑖,𝑗)∈𝑈

(𝛾𝑖𝑗 + 𝛽𝑖𝑗) +
∑︁
𝑖∈𝐼*

(𝛾𝑖 + 𝛽𝑖).

В зависимости от численных значений допустимого решения 𝑥0 задачи (1) – (4) на
основании теоремы 1 сформируем множества: 𝐵1 = {(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 : 𝑥0𝑖𝑗 = 0}, 𝐵2 = {(𝑖, 𝑗) ∈
∈ 𝑈 : 𝑥0𝑖𝑗 = 𝑑𝑖𝑗}, 𝐵3 = {(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 : 0 < 𝑥0𝑖𝑗 < 𝑑𝑖𝑗}, 𝑅1 = {𝑖 ∈ 𝐼* : 𝑥0𝑖 = 𝑏*𝑖},
𝑅2 = {𝑖 ∈ 𝐼* : 𝑥0𝑖 = 𝑏*𝑖 }, 𝑅3 = {𝑖 ∈ 𝐼* : 𝑏*𝑖 < 𝑥0𝑖 < 𝑏*𝑖 } .

Обратная задача для определения минимальных изменений 𝛾 = (𝛾𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 ; 𝛾𝑖,
𝑖 ∈ 𝐼*) , 𝛽 = (𝛽𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 ; 𝛽𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼*) параметров стоимости 𝑐 линейной целевой
функции (1) и нахождения возмущенного вектора ̃︀𝑐 такого, что 𝑥0 является оптималь-
ным решением и стоимость возмущения при этом минимальна, имеет вид:

𝑞(𝛾, 𝛽) = 𝑙1 =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝑈

(𝛾𝑖𝑗 + 𝛽𝑖𝑗) +
∑︁
𝑖∈𝐼*

(𝛾𝑖 + 𝛽𝑖) −→ min,

𝑦𝑖−𝜇𝑖𝑗𝑦𝑗+
∑︀𝑙

𝑝=1 𝜆
𝑝
𝑖𝑗𝑟𝑝 ≤ 𝑐𝑖𝑗+𝛾𝑖𝑗−𝛽𝑖𝑗, 𝛾𝑖𝑗 ≥ 0, 𝛽𝑖𝑗 ≥ 0, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐵1; 𝑦𝑖−𝜇𝑖𝑗𝑦𝑗+

∑︀𝑙
𝑝=1 𝜆

𝑝
𝑖𝑗𝑟𝑝−

−𝑣𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗+𝛾𝑖𝑗−𝛽𝑖𝑗, 𝑣𝑖𝑗 ≥ 0, 𝛾𝑖 ≥ 0, 𝛽𝑖 ≥ 0, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐵2; 𝑦𝑖−𝜇𝑖𝑗𝑦𝑗+
∑︀𝑙

𝑝=1 𝜆
𝑝
𝑖𝑗𝑟𝑝 = 𝑐𝑖𝑗+𝛾𝑖𝑗−

− 𝛽𝑖𝑗, 𝛾𝑖𝑗 ≥ 0, 𝛽𝑖𝑗 ≥ 0, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐵3; 𝑦𝑖 +
∑︀𝑙

𝑝=1 𝜆
𝑝
𝑖𝑗𝑟𝑝 + 𝑤𝑖 = 𝑐𝑖 + 𝛾𝑖 − 𝛽𝑖, 𝑤𝑖 ≥ 0, 𝛾𝑖 ≥ 0,

𝛽𝑖 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝑅1; 𝑦𝑖 +
∑︀𝑙

𝑝=1 𝜆
𝑝
𝑖𝑗𝑟𝑝 − 𝑡𝑖 = 𝑐𝑖 + 𝛾𝑖 − 𝛽𝑖, 𝑡𝑖 ≥ 0, 𝛾𝑖 ≥ 0, 𝛽𝑖 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝑅2;

−𝑦𝑖 +
∑︀𝑙

𝑝=1 𝜆
𝑝
𝑖𝑗𝑟𝑝 = 𝑐𝑖 + 𝛾𝑖 − 𝛽𝑖, 𝛾𝑖 ≥ 0, 𝛽𝑖 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝑅3.

Выбранное допустимое решение 𝑥0 ∈ 𝑍 задачи (1) – (4) является оптимальным ре-
шением экстремальной задачи сетевой оптимизации с целевой функцией
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∑︁
(𝑖,𝑗)∈𝑈

(𝑐𝑖𝑗 + 𝛾𝑖𝑗 − 𝛽𝑖𝑗)𝑥𝑖𝑗 +
∑︁
𝑖∈𝐼*

(𝑐𝑖 + 𝛾𝑖 − 𝛽𝑖)𝑥𝑖 −→ min

и ограничениями (2) – (4).
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИ НАБЛЮДАЕМЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ С

ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

В.Е. Хартовский

Объект исследования — линейная автономная дифференциально-алгебраическая си-
стема с последействием

𝑑

𝑑𝑡
(𝐷𝑥(𝑡)) =

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑥(𝑡− 𝑖ℎ), 𝑡 > 0, (1)

𝑦(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑥(𝑡− 𝑖ℎ), 𝑡 > 0, (2)

где 𝑥 — решение уравнения (1), 𝑦 — наблюдаемый выход; ℎ = const > 0 , 𝐷, 𝐴𝑖,∈
R𝑛×𝑛, 𝐶𝑖 ∈ R𝑟×𝑛. Считаем, что в начальном условии 𝑥(𝑡) = 𝜂(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑚ℎ, 0] , начальная
функция 𝜂 ∈ PC𝐷 неизвестна. Здесь для произвольной матрицы 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 запись
PC𝐴 = PC𝐴([−𝑚ℎ, 0],R𝑛) обозначает множество кусочно-непрерывных функций 𝜂 : [−
−𝑚ℎ, 0] → R𝑛 таких, что функция 𝐴𝜂 непрерывна.

Обозначим rank𝐷 = 𝑛1, 𝑛2 = 𝑛− 𝑛1. Систему (1) назовем вполне регулярной, если
deg |𝑝𝐷 − 𝐴0| = 𝑛1. Далее будем изучать только вполне регулярные системы (1).

Один и тот же выход 𝑦(𝑡), 𝑡 > 0, может порождаться различными начальными функ-
циями 𝜂 ∈ PC𝐷

(︀
[−𝑚ℎ, 0],R𝑛

)︀
. Поэтому одному и тому же выходу 𝑦(𝑡), 𝑡 > 𝑡0 (𝑡0 ⩾ 0) ,

может соответствовать множество решений 𝑥(𝑡), 𝑡 > 𝑡0, уравнения (1). Каждое такое
решение 𝑥(𝑡), 𝑡 > 𝑡0, будем называть совместимым с выходом 𝑦(𝑡), 𝑡 > 𝑡0.

Определение 1. Систему (1), (2) будем называть асимптотически наблюдаемой, если
для любых двух решений 𝑥1 и 𝑥2 уравнения (1), совместимых с выходами 𝑦1 и 𝑦2

соответственно, выполняется условие: если 𝑦1(𝑡) ≡ 𝑦2(𝑡), 𝑡 > 𝑡1 (∃ 𝑡1 > 0) , то ‖𝑥1(𝑡) −
− 𝑥2(𝑡)‖R𝑛 → 0 при 𝑡→ +∞.

Замечание 1. Легко видеть, что определение 1 равносильно тому, что ‖𝑥(𝑡)‖R𝑛 → 0
при 𝑡→ +∞ для всех решений системы, совместимых с нулевым выходом 𝑦(𝑡) ≡ 0, 𝑡 >
> 𝑡1 (∃ 𝑡1 > 0).

Рассмотрим систему (1), (2). Обозначим 𝑊 (𝑝, 𝜆) = 𝐷𝑝−𝐴(𝜆), 𝐴(𝜆) =
𝑚∑︀
𝑖=0

𝜆𝑖𝐴𝑖, 𝐶(𝜆) =

=
𝑚∑︀
𝑖=0

𝜆𝑖𝐶𝑖 . Введем множество 𝑃𝐶 =

{︂
𝑝 ∈ C : rank

[︂
𝑊 (𝑝, 𝑒−𝑝ℎ)
𝐶(𝑒−𝑝ℎ)

]︂
< 𝑛

}︂
.




