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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ШЕСТОГО ПОРЯДКА

Е. Е. Кулеш, И. П. Мартынов, В. М. Пецевич

В работе [1] получены семь обыкновенных дифференциальных уравнений пятого по-
рядка со свойством Пенлеве. В рамках решения задачи классификации дифференци-
альных уравнений в частных производных шестого порядка по свойству Пенлеве будем
строить на основе этих ОДУ дифференциальные уравнения в частных производных и
исследовать их на наличие свойства Пенлеве. В работах [2–5] исследованы три из них.

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение со свойством Пенлеве

𝑦(5) + 4𝑦𝑦(4) + 14𝑦′𝑦′′′ + 6𝑦2𝑦′′′ + 10(𝑦′′)2 + 36𝑦𝑦′𝑦′′ + 4𝑦3𝑦′′ + 12(𝑦′)3 + 12𝑦2(𝑦′)2 = 0.

Построим на его основе дифференциальное уравнение в частных производных

(𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 4𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 + 14𝑤𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥 + 6𝑤2𝑤𝑥𝑥𝑥 + 10𝑤2
𝑥𝑥 + 36𝑤𝑤𝑥𝑤𝑥𝑥+

+4𝑤3𝑤𝑥𝑥 + 12𝑤3
𝑥 + 12𝑤2𝑤2

𝑥)𝑥 = 𝐹,
(1)

где 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑡) , 𝐹 содержит слагаемые меньшего веса с производными по 𝑥 и по 𝑡
с аналитическими коэффициентами от (𝑥, 𝑡) . Общий вид 𝐹 можно посмотреть в ра-
боте [5]. Ставится задача исследовать уравнение (1) на наличие свойства Пенлеве [6] и
исследовать некоторые аналитические свойства его решений.

Резонансная структура уравнения (1) описывается наборами (𝑠, 𝑢0; 𝑟1, ..., 𝑟𝑛) :

(1, 1;−1, 1, 2, 4, 5, 6), (1, 2;−1,−2, 1, 4, 5, 6), (1, 3;−1,−2,−3, 4, 5, 6).

Теорема 1. Чтобы уравнение (1) имело свойство Пенлеве, необходимо, чтобы оно
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имело вид

𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 4𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 18𝑤𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 + 6𝑤2𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 + 34𝑤𝑥𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥 + 48𝑤𝑤𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥+
+4𝑤3𝑤𝑥𝑥𝑥 + 36𝑤𝑤2

𝑥𝑥 + 72𝑤2
𝑥𝑤𝑥𝑥 + 36𝑤2𝑤𝑥𝑤𝑥𝑥 + 24𝑤𝑤3

𝑥 = 𝐴𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 +𝐵𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡+
+4𝑤(𝐴𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 +𝐵𝑤𝑥𝑥𝑥𝑡) + 6𝑤2(𝐴𝑤𝑥𝑥𝑥 +𝐵𝑤𝑥𝑥𝑡) + 14𝐴𝑤𝑥𝑤𝑥𝑥𝑥 + 10𝐵𝑤𝑥𝑤𝑥𝑥𝑡+
+4𝐵𝑤𝑡𝑤𝑥𝑥𝑥 + 10𝑤𝑥𝑥(𝐴𝑤𝑥𝑥 +𝐵𝑤𝑥𝑡) + 12𝑤𝑤𝑥(3𝐴𝑤𝑥𝑥 + 2𝐵𝑤𝑥𝑡) + 12𝑤𝑤𝑡𝑤𝑥𝑥+
+4𝑤3(𝐴𝑤𝑥 +𝐵𝑤𝑥𝑡) + 12(𝑤2

𝑥 + 𝑤2𝑤𝑥)(𝐴𝑤𝑥 +𝐵𝑤𝑡) + 𝐶𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 +𝐺𝑤𝑥𝑥𝑥𝑡+
+2𝑤((2𝐶 + 𝐸)𝑤𝑥𝑥𝑥 + 2𝐺𝑤𝑥𝑥𝑡) + 2(5𝐶 + 2𝐸)𝑤𝑥𝑤𝑥𝑥 + 6𝐺𝑤𝑥𝑤𝑥𝑡 + 4𝐺𝑤𝑡𝑤𝑥𝑥+
+6𝑤2((𝐶 + 𝐸)𝑤𝑥𝑥 +𝐺𝑤𝑥𝑡) + 4(𝑤3 + 3𝑤𝑤𝑥)((𝐶 + 𝐸)𝑤𝑥 +𝐺𝑤𝑡) +𝐾𝑤𝑥𝑥𝑥+

+𝐵𝐸𝑤𝑥𝑥𝑡 + 2𝑤(𝐴𝐸 − 3𝐸𝑥 + 2𝐾 + 2𝐿)𝑤𝑥𝑥 + 2𝐵𝐸𝑤𝑤𝑥𝑡 + 2𝐵𝐸𝑤𝑥𝑤𝑡+
+(2𝐴𝐸 − 6𝐸𝑥 + 3𝐾 + 3𝐿)𝑤2

𝑥 + 6(𝐾 + 𝐿)𝑤2𝑤𝑥 + (𝐾 + 𝐿)𝑤4+
+(𝐴(𝐴𝐸 + 𝐿− 𝐸𝑥)− 3(𝐴𝐸 + 𝐿− 2𝐸𝑥)𝑥 +𝐵𝐸𝑡 + 𝐸(𝐶 + 𝐸))𝑤𝑥𝑥+

+(𝐵(𝐴𝐸 + 𝐿− 2𝐸𝑥) + 𝐸𝐺)𝑤𝑥𝑡 + 2(2𝐴𝐸𝑥 +𝐵𝐸𝑡 + 𝐸(𝐶 + 𝐸)− 3𝐸𝑥𝑥)𝑤𝑤𝑥+
+2(𝐵𝐸𝑥 + 𝐸𝐺)𝑤𝑤𝑡 + (2𝐴(𝐴𝐸 + 𝐿− 2𝐸𝑥)𝑥 +𝐵(𝐴𝐸 + 𝐿− 2𝐸𝑥)𝑡+

+(𝐶 + 𝐸)(𝐴𝐸 + 𝐿− 2𝐸𝑥)− 3(𝐴𝐸 + 𝐿− 2𝐸𝑥)𝑥𝑥 + 2𝐸𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝐸𝑥𝑥 +𝐺𝐸𝑡+
+𝐸(𝐾 + 𝐿))𝑤𝑥 + (𝐺(𝐴𝐸 + 𝐿− 3𝐸𝑥) +𝐵(𝐴𝐸 + 𝐿− 3𝐸𝑥)𝑥)𝑤𝑡 + (𝐴𝐸𝑥𝑥+

+𝐵𝐸𝑥𝑡 + 𝐸𝑥(𝐶 + 𝐸) +𝐺𝐸𝑡 + 𝐸(𝐾 + 𝐿)− 𝐸𝑥𝑥𝑥)𝑤
2 + (𝐴(𝐴𝐸 + 𝐿− 3𝐸𝑥)𝑥𝑥+

+𝐵(𝐴𝐸 + 𝐿− 3𝐸𝑥)𝑥𝑡 + (𝐶 + 𝐸)(𝐴𝐸 + 𝐿− 3𝐸𝑥)𝑥 +𝐺(𝐴𝐸 + 𝐿− 3𝐸𝑥)𝑡+
+(𝐾 + 𝐿)(𝐴𝐸 + 𝐿− 3𝐸𝑥)− (𝐴𝐸 + 𝐿− 3𝐸𝑥)𝑥𝑥𝑥)𝑤 +𝑀,

(2)

где 𝐴,𝐵,𝐶,𝐸,𝐺,𝐾,𝐿,𝑀 — аналитические функции от (𝑥, 𝑡) .
Теорема 2. Уравнение (2) заменой

𝑢 = 𝑤𝑥𝑥𝑥 + 4𝑤𝑤𝑥𝑥 + 3𝑤2
𝑥 + 6𝑤2𝑤𝑥 + 𝑤4 + 𝐸(𝑤𝑥 + 𝑤2) + (𝐴𝐸 + 𝐿− 3𝐸𝑥)𝑤

сводится к линейному уравнению

𝑢𝑥𝑥𝑥 = 𝐴𝑢𝑥𝑥 +𝐵𝑢𝑥𝑡 + (𝐶 + 𝐸)𝑢𝑥 +𝐺𝑢𝑡 + (𝐾 + 𝐿)𝑢+𝑀.

Теорема 3. Если функция 𝜙 удовлетворяет условию

𝜙𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐸𝜙𝑥𝑥 + (𝐴𝐸 + 𝐿− 3𝐸𝑥)𝜙𝑥 = 0,

то функция 𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝜙𝑥

𝜙
является решением уравнения (2) при 𝑀 = 0 .

Следствие 1. При 𝐸 = 𝐿 =𝑀 = 0 уравнение (2) имеет решение

𝑤(𝑥, 𝑡) =
3𝑎(𝑡)𝑥2 + 2𝑏(𝑡)𝑥+ 𝑐(𝑡)

𝑎(𝑡)𝑥3 + 𝑏(𝑡)𝑥2 + 𝑐(𝑡)𝑥+ 𝑑(𝑡)
.

Теорема 4. Пусть 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑡) , 𝜙𝑥 = 1 , ℎ = ℎ(𝑡) . Если 𝐸 = 𝐿 =𝑀 = 0 , то:

1) функция 𝑤 =
2𝜙

𝜙2 − ℎ
является решением уравнения (2), отвечающим 𝑢0 = 2 ,

𝑟 = −2 ;

2) функция 𝑤 =
3𝜙2 − ℎ

𝜙(𝜙2 − ℎ)
является решением уравнения (2), отвечающим 𝑢0 = 3 ,

𝑟 = −2 ;

3) функция 𝑤 =
3𝜙2

𝜙3 − ℎ
является решением уравнения (2), отвечающим 𝑢0 = 3 ,

𝑟 = −3 .
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С

РАЦИОНАЛЬНЫМИ ПРАВЫМИ ЧАСТЯМИ

И.П. Мартынов, В.А. Пронько, А.А. Кумко

Рассмотрим уравнение

𝑦IV = 𝛽
(𝑦′′′ − 12𝑦𝑦′)2

𝑦′′ − 6𝑦2
+ 𝑎𝑦𝑦′′ + 𝑏𝑦′2 + 𝑐𝑦3, (1)

где 𝑦 – комплексная функция от 𝑧 , 𝑧 – независимая комплексная переменная, коэф-
фициенты 𝛽, 𝑎, 𝑏, 𝑐 – комплексные постоянные, 𝛽 ̸= 0 . Решение упрощенного уравнения
для (1), инвариантного при замене переменных (𝑧, 𝑦) → (𝜀𝑧, 𝑦) , имеет вид

𝑦 = 𝐶1(𝑧 − 𝑧0)
2+ 1

1−𝛽 + 𝐶2𝑧 + 𝐶3,

при 𝛽 /∈
{︂
1, 2,

3

2

}︂
, где 𝑧0, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 – произвольные постоянные.

Если 𝛽 = 1 , то 𝑦 = 𝐶2 + 𝐶3𝑧 + 𝐶4𝑒
𝐶1𝑧 .

При 𝛽 = 2 и 𝛽 =
3

2
общее решение уравнения (1) содержит подвижные логарифми-

ческие точки ветвления. Справедлива
Лемма 1. Для однозначности решений уравнения (1) необходимо и достаточно,

чтобы 𝛽 = 1 или 𝛽 = 1− 1

𝜈
, 𝜈 ∈ Z ∖ {−1,−2, 0} .

Рассмотрим уравнение (1) вида

𝑦IV = 𝛽
(𝑦′′′ − 12𝑦𝑦′)2

𝑦′′ − 6𝑦2
+ (𝑚+ 12)𝑦𝑦′′ + 12𝑦′2 − 6𝑚𝑦3, (2)




