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Пусть Γ1 ∈ R𝑛2×𝑛, Γ2 ∈ R𝑛×𝑛2 — матрицы фундаментальных систем решений ал-
гебраических систем 𝛾1𝐷 = 0 и 𝐷𝛾2 = 0 соответственно (относительно неизвестных
𝛾𝑖, 𝑖 = 1, 2 ).

Теорема 1. Пусть для системы (1), (2) выполняется условие

rank

[︂
Γ1𝐴(𝜆)Γ2

𝐶(𝜆)Γ2

]︂
= 𝑛2 ∀𝜆 ∈ C.

Тогда система (1), (2) является асимптотически наблюдаемой тогда и только тогда,
когда выполняются условия: 1)множество 𝑃𝐶 состоит из конечного числа
элементов; 2) Re 𝑝 < 0 ∀𝑝 ∈ 𝑃𝐶 .

Далее в докладе обсуждается процедура формирования оценки асимптотически на-
блюдаемых систем вида (1), (2) посредством реализации конечной цепочки построенных
специальным образом наблюдателей. Подобные задачи для систем нейтрального типа
изучены в [1, 2].
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О НЕКОТОРЫХ ПОДХОДАХ К ПРОЕКТИРОВАНИЮ
НАБЛЮДАТЕЛЕЙ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ

СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

В.Е. Хартовский

Объект исследования — линейная автономная дифференциально-алгебраическая си-
стема с запаздыванием

𝑑

𝑑𝑡
(𝐷𝑥(𝑡)) = 𝐴(𝜆ℎ)𝑥(𝑡), 𝑡 > 0, (1)

𝑦(𝑡) = 𝐶(𝜆ℎ)𝑥(𝑡), 𝑡 > 0, (2)

где 𝐷 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐴(𝜆) ∈ R𝑛×𝑛[𝜆] , 𝐶(𝜆) ∈ R𝑟×𝑛[𝜆] (R𝑘×𝑚[𝜆] — множество полиномиаль-
ных матриц); 𝜆ℎ — оператор сдвига, определенный для заданного ℎ > 0 правилом
𝜆ℎ𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡 − ℎ) ; 𝑦(𝑡), 𝑡 > 0, — наблюдаемый выходной сигнал. Решение уравнения
(1) однозначно определяется начальным условием 𝑥(𝑡) = 𝜂(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑚ℎ, 0] , где 𝜂 —
неизвестная кусочно-непрерывная функция. Считаем, что уравнение (1) удовлетворяет
условию полной регулярности deg |𝑝𝐷 − 𝐴(0)| = rank𝐷 .

Для систем нейтрального типа различные задачи получения оценки решения при
помощи асимптотических наблюдателей исследованы в [1–3] (см. также библиографию
в этих работах), а в работах [4-5] построены финитные наблюдатели, ошибка которых
есть финитная функция. В настоящем докладе подход, предложенный в работах [1; 2, c.
375], обобщается на случай системы (1), (2).

Обозначим deg 𝐶(𝜆) = 𝑚, 𝐵𝑘 =
(︁

1
𝑘!

𝑑𝑘

𝑑𝜆𝑘𝐶(𝜆)
⃒⃒
𝜆=0

)︁
𝑇

, 𝑘 = 0,𝑚 , и составим дескрип-
торное уравнение 𝐵0𝑔(𝑘 + 1) +

∑︀𝑚
𝑖=1𝐵𝑖𝑔(𝑘 + 1 − 𝑖) = 0, 𝑘 = 𝑚,𝑚 + 1, . . . , 𝑔(𝑖) = ̃︀𝑔𝑖,
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𝑖 = 1,𝑚, ̃︀𝑔𝑖 ∈ R𝑟. Решение этой задачи существует тогда и только тогда, когда [6] ̃︀𝑔𝑚−𝑖 =
= 𝑇𝑖𝑐, 𝑖 = 1,𝑚 , где 𝑇𝑖 ∈ R𝑟×𝑟0 (𝑟0 ∈ N) — матрицы, построенные специальным образом,
𝑐 ∈ R𝑟0 — произвольный вектор. Пусть 𝑆 ∈ R𝑟0×𝑟0 — любое фиксированное решение
системы 𝐵0𝑇1𝑆 +

∑︀𝑚
𝑖=1𝐵𝑖𝑇𝑖 = 0 , 𝑇𝑘𝑆 = 𝑇𝑘−1 , 𝑘 = 2,𝑚 . Положим 𝑇 = 𝑇𝑚, 𝐺0 = 𝐵0𝑇 ,

𝐺𝑖 = 𝐺𝑖−1𝑆 +𝐵𝑖𝑇 , 𝑖 = 1,𝑚− 1, 𝐺(𝜆) =
(︀∑︀𝑚−1

𝑖=0 𝜆𝑖𝐺𝑖

)︀
𝑇 . Способ выбора всех возможных

матриц 𝑆 описан в работе [7].
Определим наблюдатель

𝑑

𝑑𝑡
(𝐷𝑧(𝑡)) = 𝐴(𝜆ℎ)𝑧(𝑡) +M00

[︀
C(𝜆h)zt

]︀
+M01[z1t] +M02[z2t]−M00[yt],

𝑧̇1(𝑡) = M10

[︀
C(𝜆h)zt

]︀
+M11[z1t] +M12[z2t]−M10[yt], (3)

𝑧2(𝑡) =𝑀20(𝜆ℎ)𝐶(𝜆ℎ)𝑧(𝑡) +𝑀21(𝜆)𝑧1(𝑡) +𝑀22(𝜆ℎ)𝑧2(𝑡)−𝑀20(𝜆ℎ)𝑦(𝑡), 𝑡 > 𝑡0.

Здесь 𝑧 ∈ R𝑛, 𝑧𝑖 ∈ R𝑛𝑖 , 𝑖 = 1, 2; запись Mij[ft] для кусочно-непрерывной функции 𝑓(𝑡)

означает функцию вида Mij[ft] = Jij(𝜆h)f(t) +
∑︀mij

k=0

h∫︀
0

J
(k)
ij (s)f(t − kh − s)ds, где 𝐽𝑖𝑗(𝜆)

— полиномиальная матрица, 𝐽 (𝑘)
𝑖𝑗 (𝑠) =

∑︀𝑚̃𝑘

𝜌=0 𝑒
𝛼𝑖𝑗𝑘𝜌𝑠

(︁
𝐽
(𝑘𝜌)
𝑖𝑗1 (𝑠) cos 𝛽𝑖𝑗𝑘𝜌𝑠+ 𝐽

(𝑘𝜌)
𝑖𝑗2 (𝑠) sin 𝛽𝑖𝑗𝑘𝜌𝑠

)︁
,

(𝛼𝑖𝑗𝑘𝜌, 𝛽𝑖𝑗𝑘𝜌, ∈ R , 𝐽 (𝑘𝜌)
𝑖𝑗1 (𝑠), 𝐽

(𝑘𝜌)
𝑖𝑗2 (𝑠) — полиномиальные матрицы подходящих размеров);

𝑀20(𝜆) ∈ R𝑛2×𝑛[𝜆] , 𝑀2𝑗(𝜆) ∈ R𝑛2×𝑛𝑗 [𝜆], 𝑗 = 1, 2, 𝑀22(0) = 0 ; 𝑡0 — некоторый момент
времени.

Зададим для системы (3) начальные условия

𝑧(𝑡) = 𝑧(𝑡), 𝑧𝑖(𝑡) = 𝑧𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0 − ℎ1, 𝑡0], 𝑖 = 3, 4. (4)

Здесь ℎ1 — длина отрезка последействия системы (3), 𝑧 , 𝑧1 , 𝑧2 — кусочно-непрерывные
функции. Компонента 𝑧 вектора решения col[𝑧, 𝑧1, 𝑧2] системы (3) есть оценка решения
𝑥 системы (1), 𝜀 = 𝑧−𝑥 — ошибка оценивания. Обозначим 𝑊 (𝑝, 𝜆) = 𝑝𝐷−𝐴(𝜆) , Γ1, Γ2

— фундаментальные матрицы решений алгебраических уравнений 𝛾𝐷 = 01×𝑛, 𝐷𝛾 =
= 0𝑛×1 , Δ(𝑝, 𝑒−𝑝ℎ) — характеристическая матрица системы (3).

Теорема 1. Для того чтобы для системы (1), (2) существовал наблюдатель (3) та-
кой, что 𝜀(𝑡) является векторной компонентой решения однородной (𝑦 ≡ 0) системы
(3), для которой

⃒⃒
Δ(𝑝, 𝑒−𝑝ℎ)

⃒⃒
= 𝜈𝑑(𝑝, 𝑒−𝑝ℎ) , где 𝑑(𝑝, 𝑒−𝑝ℎ) — любой наперед заданный ха-

рактеристический квазиполином (с достаточно большой величиной deg𝑝 𝑑(𝑝, 𝜆) ), 𝜈 ∈
∈ R , необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

rank

[︂
𝑊 (𝑝, 𝑒−𝑝ℎ)
𝐶(𝑒−𝑝ℎ)

]︂
= 𝑛, 𝑝 ∈ C; rank

[︂
Γ1𝐴(𝜆)Γ2

𝐶(𝜆)Γ2

]︂
= 𝑛− rank𝐷, 𝜆 ∈ C.

Обозначим 𝜇𝑖(𝑆) — собственные значения матрицы 𝑆 , 𝜌
𝑆
= max

{︀
|𝜇𝑖(𝑆)|

}︀
.

Теорема 2. Для того, чтобы для системы (1), (2) существовал наблюдатель (3)
такой, что ‖𝜀(𝑡)‖ → 0 при 𝑡 → 0 , каково бы ни было начальное условие (4), доста-
точно, чтобы существовала матрица 𝑆 , для которой 𝜌

𝑆
< 1 , и выполнялись условия

1) rank

⎡⎣𝑊 (𝑝, 𝑒−𝑝ℎ)
𝐶(𝑒−𝑝ℎ)
𝐺(𝑒−𝑝ℎ)

⎤⎦ = 𝑛 𝑝 ∈ C; 2) rank

⎡⎣Γ1𝐴(𝜆)Γ2

𝐶(𝜆)Γ2

𝐺(𝜆)Γ2

⎤⎦ = 𝑛− rank𝐷 𝜆 ∈ C. (5)

Теорема 3. Пусть для системы (1), (2) выполняются условия (5) и существует
матрица 𝑆 , для которой 𝜌

𝑆
⩽ 1 и размеры всех жордановых клеток матрицы 𝑆 ,
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отвечающих собственным 𝜇𝑖(𝑆) таким, что |𝜇𝑖(𝑆)| = 1 , равны единице. Тогда су-
ществует наблюдатель (3) такой, что для любого начального условия (4) найдутся
𝛽 ∈ R , 𝑘0 ∈ N и функция 𝜔(𝑡) , 𝜔(𝑡) → 0 при 𝑡 → +∞ , обеспечивающие неравенство
‖𝜀(𝑡)‖ ⩽ 𝛽 + 𝜔(𝑡), 𝑡 > 𝑡2 + 𝑘0ℎ.
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О РАСЩЕПЛЯЮЩЕМ ПРЕОБРАЗОВАНИИ ЛИНЕЙНОЙ
НЕСТАЦИОНАРНОЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ

СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

О.Б. Цехан

Рассмотрим линейную нестационарную сингулярно возмущенную систему управле-
ния с выходом и с запаздыванием по состоянию в уравнении медленной переменной и в
выходе:

𝑥̇(𝑡) = A1

(︀
𝑡, 𝑒−𝑝ℎ

)︀
𝑥(𝑡) + A2

(︀
𝑡, 𝑒−𝑝ℎ

)︀
𝑦(𝑡) +𝐵1 (𝑡)𝑢(𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛1 , 𝑦 ∈ R𝑛2 ,

𝜇𝑦̇(𝑡) = 𝐴3 (𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐴4(𝑡)𝑦(𝑡) +𝐵2(𝑡)𝑢(𝑡), 𝑢 ∈ R𝑟, 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1],
𝑣(𝑡) = C1

(︀
𝑡, 𝑒−𝑝ℎ

)︀
𝑥(𝑡) + C2

(︀
𝑡, 𝑒−𝑝ℎ

)︀
𝑦(𝑡), 𝑣 ∈ R𝑚, 𝑡 ∈ 𝑇.

(1)

Здесь 𝜇 — параметр, 𝜇 ∈ (0, 𝜇0], 𝜇0 ≪ 1 , 𝑥 — медленная переменная, 𝑦 — быстрая
переменная, 𝑝 Δ

= 𝑑
𝑑𝑡

— оператор дифференцирования, ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 — запаздывание,
𝑒−𝑝ℎ — оператор запаздывания: 𝑒−𝑝ℎ𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡 − ℎ), 𝑢(𝑡) — кусочно-непрерывная на
𝑇 вектор-функция управления, 𝑣(𝑡) – выход системы, A𝑖

(︀
𝑡, 𝑒−𝑝ℎ

)︀
= 𝐴𝑖0(𝑡) + 𝐴𝑖1(𝑡)𝑒

−𝑝ℎ,

C𝑖

(︀
𝑡, 𝑒−𝑝ℎ

)︀
= 𝐶𝑖0(𝑡) + 𝐶𝑖1(𝑡)𝑒

−𝑝ℎ, 𝑖 = 1, 2 , – ограниченные на 𝑇 нестационарные опе-
раторы A𝑖

(︀
𝑡, 𝑒−𝑝ℎ

)︀
: (𝑃𝐶[𝑡− ℎ, 𝑡];R𝑛𝑖) → R𝑛1 , C𝑖

(︀
𝑡, 𝑒−𝑝ℎ

)︀
: (𝑃𝐶[𝑡− ℎ, 𝑡];R𝑛𝑖) → R𝑚 ,

где 𝐴𝑖𝑗 (𝑡) , 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 0, 1, 𝐴𝑘 (𝑡) , 𝑘 = 3, 4, – функциональные матрицы подходя-
щих размеров, элементы которых предполагаются достаточно гладкими, 𝐵𝑗 (𝑡) , 𝑗 = 1, 2,
𝐶𝑖𝑗 (𝑡) , 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 0, 1, – непрерывные на 𝑇 функциональные матрицы подходящих
размеров.

В теории управления для многотемповых систем, к которым относится (1), для реше-
ния проблем большой размерности, жесткости, сингулярной зависимости моделей от па-
раметров актуально разделение переменных по темпам их изменения. Один из подходов




