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С учётом (10), замены 𝑥′ = 𝑥𝑤 и леммы из [3] имеет место
Теорема 3. Для того, чтобы уравнение (2) имело свойство Пенлеве, необходимо и

достаточно, чтобы этим свойством обладало уравнение (10) и полярные разложения
его решений имели целые вычеты.
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НЕКОТОРЫЕ ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ОДНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Г.Т. Можджер

Рассмотрим дифференциальное уравнение третьего порядка

𝑦′′′ = 𝑎1
𝑦′𝑦′′

𝑦
+ 𝑎2

(𝑦′)3

𝑦2
+ 𝑎3𝑦𝑦

′′ + 𝑎4(𝑦
′)2 + 𝑎5𝑦

2𝑦′ + 𝑎6𝑦
4, 𝑎3𝑎4𝑎5𝑎6 ̸= 0, (1)

где 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 6—постоянные коэффициенты.

Упрощенным уравнением к уравнению (1) является уравнение 𝑦′′′ = 𝑎1
𝑦′𝑦′′

𝑦
+ 𝑎2

𝑦′3

𝑦2
,

которое имеет характеристический многочлен 𝜙(𝜆) = 2𝜆2 + (𝑎1 + 1)𝜆− 𝑎2 .
Отсюда согласно [1] имеем, что 𝑎1+1 = −2(𝜆1+𝜆2), 𝑎2 = −2𝜆1𝜆2, где 𝜆1, 𝜆2 — корни

характеристического многочлена.
Предположим, что уравнение (1), имеет первый интеграл веса 𝑝1 = 2𝑘 вида

𝑦2𝑘−12𝑦′′4 +
4∑︁

𝑛=1

2𝑛+1∑︁
𝑚=1

𝐴𝑛,𝑚𝑦
2𝑘+2𝑚−𝑛−14𝑦′2𝑛+1−𝑚𝑦′′4−𝑛 = 𝐾, (2)

где 𝐴𝑛,𝑚 — произвольные постоянные, 𝐾 — произвольная постоянная интегрирования.
Пусть корни характеристического уравнения 𝜙(𝜆) будут

𝜆1 =
𝑝+ 𝑘 − 8

4
, 𝜆2 = −3𝑝− 𝑘 + 8

4
. (3)

Найдем условия на коэффициенты уравнения (1) при которых оно имеет первый инте-
грал вида (2). Для этого продифференцируем (2) с учетом (1). Получим

4𝑎1 + 2𝑘 − 12 + 2𝐴1,1 = 0, 4𝑎3 + 𝐴1,2 = 0,

(4− 𝑛)(𝑎2𝐴𝑛,𝑚 + 𝑎4𝐴𝑛,𝑚−1 + 𝑎5𝐴𝑛,𝑚−2) + (3− 𝑛)𝑎3𝐴𝑛+1,𝑚−1+

+((3− 𝑛)𝑎1 + 2𝑘 − 15− 𝑛+ 2𝑚)𝐴𝑛+1,𝑚 + (2𝑛−𝑚+ 5)𝐴𝑛+2,𝑚 = 0,

(4)
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где 𝑛 = 0, 3, 𝑚 = 1, 2𝑛+ 4,

𝐴𝑖,𝑗 =
{︁ 1, если 𝑖 = 0, 𝑗 = 1,

0, если 𝑖 = 0, 𝑗 ̸= 1; или 𝑗 ≤ 0; или 𝑖 > 4; или 𝑗 > 2𝑖+ 1

Найдем случаи когда условия (4) совместны и в результате выделим все классы уравне-
ний (1), которые имеют первые интегралы вида (2) при условии (3), то есть

𝑎1 = 7− 𝑘 + 𝑝, 𝑎2 =
1

8
(𝑝+ 𝑘 − 8)(3𝑝− 𝑘 + 8). (5)

В частности, если положить

𝑝 =
(4𝑐+ 1)𝑘

4
, 𝑎4 =

1
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1
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3

128𝑘𝑐3
𝑎33(4𝑐+ 1)2,

(6)

где 𝑐 — произвольная постоянная, то уравнение (1) и первый интеграл (2) примут соот-
ветственно вид

𝑦′′′ = (7 +
1

4
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′𝑦′′

𝑦
+ 1
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1
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(7)
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512(4𝑐+ 1)𝑦2𝑦′′2 − 16(𝑘(336𝑐2 − 88𝑐− 19)+

+128(4𝑐+ 1))𝑦𝑦′2𝑦′′ − (𝑘2(4032𝑐3 + 4368𝑐2 + 436𝑐− 5)− 32𝑘(336𝑐2 − 88𝑐− 19)−
−2048(4𝑐+ 1))𝑦′4
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+64(𝑘(720𝑐2 + 168𝑐+ 5)− 48(4𝑐+ 1)(12𝑐− 1))𝑦𝑦′2𝑦′′−
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)︃
= 𝐾.

(8)
Таким образом, верна
Теорема. Если для уравнения (1) выполнены соотношения (5) и имеют место усло-

вия (6), то уравнение (7) имеет первый интеграл вида (8).
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ОДНОРОДНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

А. А. Мухин, И.П. Мартынов, В. А. Пронько

Рассмотрим однородное дифференциальное уравнение

𝑦2𝑦′𝑦′′′ = 𝑎𝑦2(𝑦′′)2 + 𝑏𝑦(𝑦′)2𝑦′′ + 𝑐(𝑦′)4 + 𝑙𝑦(𝑦′)3,

где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑙 ∈ C , 𝑙 ̸= 0 , 𝑦 = 𝑦(𝑧) .
Масштабным преобразованием аргумента сделаем 𝑙 = 2 . Будем иметь

𝑦2𝑦′𝑦′′′ = 𝑎𝑦2(𝑦′′)2 + 𝑏𝑦(𝑦′)2𝑦′′ + 𝑐(𝑦′)4 + 2𝑦(𝑦′)3. (1)

Рассмотрим случай, когда уравнение (1) не имеет полярных решений. В этом случае
необходимо выполнение условий

𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 1, 2𝑎+ 𝑏 = 3. (2)

Учитывая (2), перепишем уравнение (1):

𝑦2𝑦′𝑦′′′ = 𝑎𝑦2(𝑦′′)2 + (3− 2𝑎)𝑦(𝑦′)2𝑦′′ + (𝑎− 2)(𝑦′)4 + 2𝑦(𝑦′)3. (3)

Легко проверить, что если 𝑎 ̸= 3
2
, то уравнение (3) имеет двухпараметрическое ре-

шение
𝑦 = 𝐶𝑒

2𝑎−3
𝑧−𝑧0 ,∀𝑧0, 𝐶. (4)

Лемма 1. Уравнение (3) при 𝑎 ̸= 3
2

имеет решение с подвижной существенно
особой точкой.

Лемма 2. Уравнение (3) при 𝑎 ̸= 3
2

имеет первый интеграл(︂
𝑦′′

𝑦
− (𝑦′)2

𝑦2

)︂2

+
4

2𝑎− 3

(︂
𝑦′

𝑦

)︂3

= ℎ

(︂
𝑦′

𝑦

)︂2𝑎

, ∀ℎ ∈ C. (5)

Замечание 1. Функция (4) удовлетворяет уравнению (5) при ℎ = 0 .
Замечание 2. При 𝑎 = 2 уравнение (3) имеет общее решение

𝑦 = 𝐶

(︂
1 +

𝐶2 − 𝐶1

𝑧 − 𝐶2

)︂ 1
𝐶2−𝐶1

, ∀𝐶,𝐶1, 𝐶2, 𝐶1 ̸= 𝐶2.

Пусть 𝑎 = 3
2
. Верна

Лемма 3. Уравнение (3) при 𝑎 = 3
2

имеет первый интеграл(︂
𝑦′′

𝑦
− (𝑦′)2

𝑦2

)︂2

= 4

(︂
𝑦′

𝑦

)︂3(︂
𝑙𝑛

(︂
𝑦′

𝑦

)︂
+𝐻

)︂
, ∀𝐻 ∈ C. (6)




