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СТРУКТУРА ПО ПРАНДТЛЮ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О ТЕПЛОВОМ
ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ В ТУРБУЛЕНТНОМ СЖИМАЕМОМ ТЕЧЕНИИ

В. Н. Лаптинский

Рассмотрим задачу [1, с. 380], [2, с. 630]
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𝑢𝑥|𝑦=0 = 0, 𝑢𝑦|𝑦=0 = 0, 𝑢𝑥|𝑦=𝛿(𝑥) = 𝑈 (𝑥) , (4)

𝑇 |𝑦=0 = 𝑇0(𝑥), 𝑇 |𝑦=𝛿𝑇 (𝑥) = 𝑇1(𝑥); (5)

здесь и далее по тексту знак осреднения опущен.
Соотношения (1) – (5) представляют собой задачу о тепловом пограничном слое ко-

нечной толщины 𝛿𝑇 (𝑥) в турбулентном сжимаемом течении, при этом в полном напря-
жении трения 𝜏 = 𝜏𝑙+𝜏𝑡 и полной плотности потока тепла 𝑞 = 𝑞𝑙+𝑞𝑡 , согласно гипотезе
Л. Прандтля, приняты выражения
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где 𝜏𝑙 = 𝜇𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑦 , 𝑞𝑙 = 𝜆𝜕𝑇/𝜕𝑦 — ламинарные составляющие соответственно для 𝜏, 𝑞 .
Искомыми величинами являются функции 𝛿𝑇 (𝑥) и 𝛼0 (𝑥) – коэффициент теплоот-

дачи, при этом соотношения (1), (2), (4) представляют собой самостоятельную задачу о
динамическом пограничном слое конечной толщины 𝛿 (𝑥) , определению подлежат функ-
ции 𝛿 (𝑥) и 𝜏0 (𝑥) – касательное напряжение.

Структура 𝛿 (𝑥) , 𝜏0 (𝑥) в сжимаемом пограничном слое изучена в работе [3]. В случае
несжимаемого течения структура 𝛿𝑇 (𝑥) , 𝛼0 (𝑥) рассмотрена в [4].

Функции 𝛿 (𝑥) , 𝛿𝑇 (𝑥) , 𝜏0 (𝑥) , 𝛼0 (𝑥) имеют большое значение в теории погранич-
ного слоя, особенно для движения сжимаемой среды. При таких движениях тепловой
пограничный слой играет основную роль в теплопередаче между текущей средой и об-
текаемым телом. При больших числах Маха тепло, выделяющееся вследствие трения
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между движущимся телом и средой, приводит к сильному нагреванию поверхности об-
текаемого тела. Расчет этого нагревания представляет собой трудную задачу, особенно
для авиационной и космической техники («тепловой барьер») [2, с.17].

Основы полуэмпирической теории теплообмена в турбулентном потоке были зало-
жены Л. Прандтлем и Д. Тейлором [1, с. 7], [2, с. 521]. Однако Л. Прандтль первым
предложил свою гипотезу. Вследствие чрезвычайно сложной картины турбулентного те-
чения и отсутствия рациональных теорий турбулентности, решение задачи в строгой
математической постановке в настоящее время невозможно. При решении отдельных
задач вводится много предложений и упрощающих допущений, поэтому в принятых ме-
тодах расчета турбулентного теплообмена решающее значение приобретает эксперимент
[1, с. 380], [2, с. 520], [5].

В предлагаемой работе на основе метода [6] изучена структура, а также структурные
свойства решения комплексной задачи (1) – (7). В [3] с помощью величины ударной
вязкости пограничного слоя при сжимаемом течении получены соотношения

𝛿 (𝑥) =
𝜈0
𝑈
ℎ𝛿, (8)

𝜏0 (𝑥) = 𝜌0 𝑈
2 ℎ𝜏 , (9)

где 𝜈0 , 𝜌0 – значения коэффициента кинематической вязкости и плотности на обтекае-
мой поверхности,

ℎ𝛿 = ((𝑐𝜏 − 𝑐𝑙) (𝑐𝑙 − ̃︀𝑐𝑙))/ 𝑐𝑡, (10)

ℎ𝜏 = 𝑐𝑡/
(︀
(𝑐𝜏 − 𝑐𝑙) (𝑐𝑙 − ̃︀𝑐𝑙)2)︀; (11)

здесь 𝑐𝜏 (𝑥) , 𝑐𝑙(𝑥) , ̃︀𝑐𝑙(𝑥) , 𝑐𝑡(𝑥) – структурные функции, определяемые на основе безраз-
мерных интегральных средних 𝜏 , 𝜏 𝑙, 𝜏 𝑡 на промежутке [0, 𝛿 (𝑥)] соответственно напря-
жений трения 𝜏, 𝜏𝑙, 𝜏𝑡 .

В случае несжимаемого течения ̃︀𝑐𝑙(𝑥) ≡ 0 , при этом функции 𝑐𝜏 , 𝑐𝑙 , 𝑐𝑡 принимают
вид [7], соответствующий этому течению.

Величины 𝛿 , 𝜏0 на основании (8) – (11) связаны соотношениями

𝛿𝜏0 = 𝜇0𝑈ℎ𝛿ℎ𝜏 = 𝜇0𝑈/(𝑐𝑙 − ̃︀𝑐𝑙), (12)

𝛿2𝜏0 = 𝜈0𝜇0ℎ
2
𝛿ℎ𝜏 = 𝜈0𝜇0𝑈 (𝑐𝜏 − ̃︀𝑐𝑙)/𝑐𝑡. (13)

На основе (12) имеем величину ударной вязкости ̃︀𝑎 , определяемую формулой
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ℎ𝛿ℎ𝜏

= 𝜇0𝑈.

Далее наряду с (7) рассмотрим функцию
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где ̃︀𝑇 – безразмерная температура [1, с.237], ̃︀𝑇 = (𝑇 − 𝑇0)/(𝑇1 − 𝑇0) .
Поскольку ̃︀𝑞(𝑥, 0) = 𝛼0(𝑥) , то целесообразно ввести полную теплоотдачу 𝛼(𝑥, 𝑦) =

= ̃︀𝑞(𝑥, 𝑦) турбулентного пограничного слоя при помощи выражения

𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑙(𝑥, 𝑦) + 𝛼𝑡(𝑥, 𝑦), (15)

где 𝛼𝑙 = 𝜆𝜕 ̃︀𝑇 (𝑥, 𝑦)/𝜕𝑦, 𝛼𝑡 = 𝜌𝑝𝑙
2
1(𝑦) |𝜕𝑢𝑥/𝜕𝑦| 𝜕 ̃︀𝑇/𝜕𝑦 .
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На основе (15) имеем для (1) – (7)

𝜏0 =
𝜇0𝑎0
𝛿2𝑇

𝐹 (𝑥), (16)

𝛼0 =
𝜆0
𝛿𝑇

· 1

(𝑟𝑙 − ̃︀𝑟𝑙) , (17)

где 𝐹 (𝑥) = (𝑟𝛼 − 𝑟𝑙)/𝑟𝑡; здесь 𝑟𝛼 , 𝑟𝑙 , ̃︀𝑟𝑙 , 𝑟𝑡 – структурные функции, определяемые на
основе безразмерных интегральных средних 𝛼, 𝛼𝑙, 𝛼𝑡 на промежутке [0, 𝛿𝑇 (𝑥)] тепло-
передач соответственно 𝛼, 𝛼𝑙, 𝛼𝑡 , при этом 𝑟𝛼 , 𝑟𝑙 , 𝑟𝑡 – являются постоянными вели-
чинами для профилей скорости и температуры автомодельного типа [1, с. 354, с. 394],
[2, с. 573, с. 604]. В случае несжимаемого течения ̃︀𝑟𝑙 = 0 , при этом функции 𝑟𝛼 , 𝑟𝑙 , 𝑟𝑡
принимают вид, соответствующий этому течению [4].

На основании (13), (16), получим формулу типа [8, с. 120], используя 𝑃𝑟 = 𝜈0/𝑎0 ,

𝛿 = 𝛿𝑇 (𝑃𝑟 ·𝐻/𝐹 )1/2, (18)

где 𝐻 = ℎ2𝛿ℎ𝜏 = ℎ𝛿/(𝑐𝑙 − ̃︀𝑐𝑙) .
Аналогично из (12), (16) имеем

𝛿 = 𝛿2𝑇
𝑈

𝑎0

1

(𝑐𝑙 − ̃︀𝑐𝑙)𝐹 . (19)

Поскольку формулы (8), (9) содержат только физические параметры течения, то
естественно получить аналогичную структуру для 𝛿𝑇 , 𝛼0 . Из (8), (18) имеем

𝛿𝑇 =
𝜈0ℎ𝛿
𝑈

(︂
𝐹

𝑃𝑟 ·𝐻

)︂1/2

. (20)

Далее на основании (17), (20) получим

𝛼0 =
𝜆0𝑈

𝜈0(𝑟𝑙 − ̃︀𝑟𝑙)ℎ𝛿
(︂
𝑃𝑟 ·𝐻
𝐹

)︂1/2

. (21)

Соотношения (8), (9), (20), (21) описывают структуру решения задачи (1) – (7). Фор-
мулы (12), (13), (16) – (19) относятся к структурным свойствам решения, при этом струк-
турные функции являются постоянными в случае профилей скорости и температуры
автомодельного типа. Связь между 𝜏0 и 𝛼0 характеризует выражение, вытекающее из
(16), (17),

𝜏0 =
𝛼2
0𝜇0𝑎0

𝜆0
2 (𝑟𝑙 − ̃︀𝑟𝑙)2𝐹.

Замечание. Получить точное аналитическое решение задачи принципиально
невозможно. Здесь приведена его аналитическая структура и некоторые свойства. Фор-
мулы (8), (9), (17), (20) описывают влияние физических параметров задачи на фор-
мирование пограничного слоя. Они соответствуют установленным физическим реалиям
теории пограничного слоя. Структурные функции могут быть получены с помощью чис-
ленных методов.
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПЯТОГО ПОРЯДКА С
ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКИМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ

ОПЕРАТОРОМ

Л.Б. Миронова

Здесь рассматривается уравнение с переменными коэффициентами(︂
𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦

)︂
(𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦+𝑎21𝑢𝑥𝑥𝑦+𝑎12𝑢𝑥𝑦𝑦+𝑎11𝑢𝑥𝑦+𝑎20𝑢𝑥𝑥+𝑎02𝑢𝑦𝑦+𝑎10𝑢𝑥+𝑎01𝑢𝑦+𝑎00𝑢) = 0. (1)

Дифференциальный оператор уравнения (1) представляет собой произведение операто-
ра первого порядка и псевдопараболического оператора четвертого порядка. Краевая
задача для факторизованного уравнения с псевдопараболическим оператором третьего
порядка рассмотрена в [1], где решение построено в терминах функции Римана соот-
ветствующего псевдопараболического дифференциального оператора третьего порядка.
Подобный подход применяется в настоящей работе к уравнению (1). Отметим, что за-
дачи для факторизованных уравнений с операторами Бианки исследованы в работах [2,
глава 4], [3], [4].

Пусть 𝐷 = {0 < 𝑥 < 𝑥1, 0 < 𝑦 < 𝑦1} , а 𝑋 , 𝑌 — части 𝜕𝐷 , лежащие на осях 𝑥 , 𝑦
соответственно. Отрезок характеристики 𝑦 = 𝑥 , расположенный внутри 𝐷 , обозначим
через 𝑀 .

Задача. Найти в 𝐷 функцию, являющуюся в 𝐷 ∖𝑀 регулярным решением урав-
нения (1) и удовлетворяющую условиям

𝑢 |𝑌 = 𝜙1(𝑦), 𝑢 |𝑋 = 𝜙2(𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑌

= 𝜓1(𝑦),
𝜕𝑢

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑋

= 𝜓2(𝑥),

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑌

= 𝜆1(𝑦),
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
𝑌

= 𝜆2(𝑦), 𝜙1, 𝜓1, 𝜆1 ∈ 𝐶2([0, 𝑦1]), 𝜙2, 𝜓2, 𝜆2 ∈ 𝐶2([0, 𝑥1]),




