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Система функций

𝑋0 (𝑥) = 2𝑥, 𝑋2𝑘−1 (𝑥) = 2 sin𝜆𝑘𝑥, 𝑋2𝑘 (𝑥) =
𝑒𝜆𝑘𝑥 − 𝑒𝜆𝑘(1−𝑥)

𝑒𝜆𝑘 − 1
+ cos𝜆𝑘𝑥, (5)

𝑌0 (𝑥) = 1, 𝑌2𝑘−1 (𝑥) =
𝑒𝜆𝑘𝑥 + 𝑒𝜆𝑘(1−𝑥)

𝑒𝜆𝑘 − 1
+ sin𝜆𝑘𝑥, 𝑌2𝑘 (𝑥) = 2 cos𝜆𝑘𝑥, (6)

где 𝜆𝑘 = 2𝜋𝑘, 𝑘 = 1, 2, ... биортогональная и образуют базис Рисса в 𝐿2 (0, 1) [1,2].
Решение задачи ищется в виде ряда составленных из базисных функций Рисса (5).

Единственность решения задачи, вытекает из полноты ортонормированных
систем (6).

Теорема. Если существует решение задачи (1)–(4), то оно единственно только
тогда, когда выполнены условия

Δ𝑘 (𝛼, 𝛽) = 𝜇𝑘 cos
1

2
𝜇𝑘𝛼 · 𝑠ℎ1

2
𝑣𝑘𝛽 + 𝑣𝑘𝑠𝑖𝑛

1

2
𝜇𝑘𝛼 · 𝑐ℎ1

2
𝑣𝑘𝛽 ̸= 0

при всех 𝑘 ∈ 𝑁 ∪ {0} , 𝑣𝑘 =
√︀
4 (𝜆4𝑘 + 𝑏2) + 1 , 𝜇𝑘 =

√︀
4 (𝜆4𝑘 + 𝑏2)− 1, 𝜆0 = 0 .
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К ТЕОРИИ ЭНТРОПИЙНЫХ СУБ- И СУПЕРРЕШЕНИЙ
ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ

Е.Ю. Панов

В полупространстве Π = (0,+∞)×R𝑛 рассмотрим нелинейное параболическое урав-
нение

𝑢𝑡 + divx(𝜙(u)− a(u)∇xu) = 0, (1)

в котором вектор потока 𝜙(𝑢) = (𝜙1(𝑢), . . . , 𝜙𝑛(𝑢)) ∈ 𝐶(R,R𝑛) лишь непрерывен, а сим-
метричная матрица диффузии 𝑎(𝑢) = (𝑎𝑖𝑗(𝑢))

𝑛
𝑖,𝑗=1 измерима по Лебегу и ограничена:

𝑎𝑖𝑗(𝑢) ∈ 𝐿∞(R) , 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 . Также предполагается, что матрица 𝑎(𝑢) ≥ 0 (неотри-
цательно определена). Так как матрица диффузии может иметь нетривиальное ядро,
уравнение (1) является вырождающимся (гиперболическим-параболическим) уравнени-
ем. В частном случае 𝑎 ≡ 0 оно превращается в закон сохранения первого порядка
𝑢𝑡 + divx𝜙(u) = 0 . Уравнение (1) можно переписать (по крайне мере - формально) в
дивергентной форме

𝑢𝑡 + divx𝜙(u)−D2
x · A(u) = 0,

где 𝐴′(𝑢) = 𝑎(𝑢) , а оператор 𝐷2
𝑥 это “дивергенция второго порядка”:

𝐷2
𝑥 · 𝐴(𝑢)

.
=

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
𝐴𝑖𝑗(𝑢), 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥),
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что позволяет ввести понятие слабого решения. Мы будем исследовать задачу Коши для
уравнения (1) с начальным условием

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐿∞(R𝑛). (2)

Ввиду вырожденности уравнения, слабое решение задачи (1), (2) может быть не един-
ственно и для корректной постановки этой задачи необходимо рассматривать более узкий
класс энтропийных решений. Пусть функция 𝑔(𝑢) ∈ 𝐵𝑉𝑙𝑜𝑐(R) имеет ограниченную на
любом отрезке вариацию. Определим ограниченный линейный оператор 𝑇𝑔 : 𝐶(R)/𝐶 →
→ 𝐶(R)/𝐶 , где 𝐶 это пространство постоянных функций, в соответствии с равенством

𝑇𝑔(𝑓)(𝑢) = 𝑔(𝑢−)𝑓(𝑢)−
𝑢∫︁

0

𝑓(𝑠)𝑑𝑔(𝑠), (3)

в котором 𝑔(𝑢−) = lim
𝑣→𝑢−

𝑔(𝑣) , а интеграл в (3) понимается как

𝑢∫︁
0

𝑓(𝑠)𝑑𝑔(𝑠) = sgn𝑢

∫︁
𝐽(𝑢)

𝑓(𝑠)𝑑𝑔(𝑠),

где sgn𝑢 = 1 , 𝐽(𝑢) = [0, 𝑢) , если 𝑢 > 0 ; sgn𝑢 = −1 , 𝐽(𝑢) = [𝑢, 0) , если 𝑢 ≤ 0 . Заме-
тим, что при 𝑓 ∈ 𝐶1(R) оператор 𝑇𝑔 однозначно определяется равенством 𝑇𝑔(𝑓)

′(𝑢) =
= 𝑔(𝑢)𝑓 ′(𝑢) (в D′(R) ).

Фиксируем факторизацию матрицы диффузии 𝑎(𝑢) вида 𝑎(𝑢) = 𝑏⊤(𝑢)𝑏(𝑢) , где
𝑏(𝑢) = (𝑏𝑘𝑗(𝑢)) , 𝑘 ∈ 1, 𝑙 , 𝑗 ∈ 1, 𝑛 , – 𝑙 × 𝑛 -матрица с ограниченными и измеримыми

компонентами 𝑏𝑘𝑗(𝑢) . Таким образом, справедливы равенства 𝑎𝑖𝑗(𝑢) =
𝑙∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘𝑖𝑏𝑘𝑗 . Мат-

рица 𝑏(𝑢) может рассматриваться как квадратный корень из 𝑎(𝑢) . При 𝑙 = 𝑛 можно
выбрать b(u)= 𝑎(𝑢)1/2 . Напомним понятие энтропийного решения задачи (1), (2), пред-
ложенное в работе [1].

Определение. Функция 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿∞(Π) называется энтропийным решением
(кратко - э.р.) задачи (1), (2), если выполнены следующие условия:

(i) при всех 𝑘 = 1, . . . , 𝑙 распределения

divxBk(u(t, x)) ∈ L2
loc(Π),

где векторы 𝐵𝑘(𝑢) = (𝐵𝑘1(𝑢), . . . , 𝐵𝑘𝑛(𝑢)) таковы, что 𝐵′
𝑘𝑖(𝑢) = 𝑏𝑘𝑖(𝑢) в D′(R) , 𝑖 = 1, . . .

. . . , 𝑛 ;
(ii) для любой функции 𝑔(𝑢) ∈ 𝐶1(R) и всех 𝑘 = 1, . . . , 𝑙

divxTg(Bk)(u(t, x)) = g(u(t, x))divxBk(u(t, x)) в D′(Π);

(iii) для любой выпуклой функции 𝜂(𝑢) ∈ 𝐶2(R) (энтропии)

𝜂(𝑢)𝑡 + divxT𝜂′(𝜙)(u)−D2
x · T𝜂′(A)(u) + 𝜂′′(u)

l∑︁
k=1

(divxBk(u))
2 ≤ 0 в D′(Π); (4)

(iv) ess lim
𝑡→0

|𝑢(𝑡, ·)− 𝑢0| = 0 в 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(R𝑛) .
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В случае законов сохранения 𝑎(𝑢) ≡ 0 понятие э.р. сводится к известному понятию
обобщенного энтропийного решения в смысле С.Н. Кружкова [2].

Если в (4) ограничиться неубывающими (невозрастающими) энтропиями 𝜂(𝑢) , а в
начальном условии (iv) заменить |𝑢(𝑡, ·)−𝑢0| на (𝑢(𝑡, ·)−𝑢0)+ ( (𝑢(𝑡, ·)−𝑢0)− ), то получим
понятия энтропийного субрешения (э.субр.) и энтропийного суперрешения (э.суперр.)
задачи (1), (2). Нетрудно проверить, что э.р. задачи (1), (2) является э.субр. и э.суперр.
этой задачи одновременно.

Основные результаты работы содержатся в следующих теоремах.
Теорема 1. Пусть 𝑢1 = 𝑢1(𝑡, 𝑥) – э.субр., а 𝑢2 = 𝑢2(𝑡, 𝑥) – э.суперр. задачи (1) ,

(2) . Тогда 𝑢1(𝑡, 𝑥) ≤ ess sup𝑢0(𝑥) , 𝑢2(𝑡, 𝑥) ≥ ess inf 𝑢0(𝑥) п.в. на Π (принципы максиму-
ма/минимума).

Теорема 2. Максимум конечного множества э.субр. задачи (1) , (2) также явля-
ется э.субр. этой задачи. Соответственно, минимум конечного множества э.суперр.
задачи (1) , (2) является э.суперр. этой задачи.

С помощью Теоремы 2 устанавливается следующий результат.
Теорема 3. Существует наибольшее э.субр. 𝑢+ и наименьшее э.суперр. 𝑢− задачи

(1) , (2) . Эти функциями являются и э.р. этой задачи.
Таким образом, 𝑢+ , 𝑢− совпадают, соответственно, с наибольшим и наименьшим

э.р. задачи (1), (2), существование которых установлено в [3]. Следует подчеркнуть, что
в рассматриваемом общем случае, когда вектор потока лишь непрерывен, а матрица
диффузии может вырождаться даже для э.р. свойство единственности может быть на-
рушено. Так что в общем случае 𝑢+ ̸= 𝑢− .

В изотропном случае, когда матрица диффузии скалярна, Теоремы 1,2 вытекают из
результатов [4,5].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, грант
№ 22-21-00344.
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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ПЕРВОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
УРАВНЕНИЯ ТИПА КЛЕЙНА-ГОРДОНА-ФОКА В ЦИЛИНДРЕ

И.И. Столярчук

Задача рассматривается на множестве четырёх независимых переменных
𝑥 = (𝑥0,𝑥

′) = (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).
В области 𝑄 = {𝑥 = (𝑥0,𝑥

′) : 𝑥0 ∈ (0,+∞),𝑥′ ∈ Ω} где Ω = {𝑥′ : 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 <
𝑅2} ⊂ R3 – трёхмерный шар в четырёхмерном пространстве, относительно неизвестной




