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ОБ ОДНОМ РЕШЕНИИ БИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

В.А. Акимов

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений в частных производ-
ных (ДУЧП), описывающих уравнение равновесия упругой изотропной среды [1]:

∇2𝑢𝑖 + 𝑘𝑢𝑗,𝑗𝑖 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, (1)

на которые дополнительно накладываются условия в частных производных [2]:

𝜕3𝑢+ 𝜕1𝑤 = 0; 𝜕3𝜈 + 𝜕2𝑤 = 0; (𝑘 − 1)𝜃 + 2𝜕3𝑤 = 0; 𝜃 = 𝜕1𝑢+ 𝜕2𝜈 + 𝜕3𝑤 (2)

Здесь обозначено
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= 𝜕21 + 𝜕22 + 𝜕23 –оператор Лапласа;

𝑘 = 𝜆+𝜇
𝜇

= 1 + 𝜆
𝜇
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1−2𝜈
; 𝜆, 𝜇–коэффициенты Ламе; 𝜈–коэффициент Пуассона; 𝑢1 =

= 𝑢, 𝑢2 = 𝜈, 𝑢3 = 𝑤 – проекции перемещений упругой среды на координатные оси
декартовой системы координат. Напомним, что индексы, отделенные запятой, означают
взятие производных, а если индексы повторяются, то по ним производится суммирова-
ние. Решение исходной системы запишем в виде [1]:

𝑢 = (𝑘 + 1)∇2𝜙1 − 𝑘𝜕1(𝜕1𝜙1 + 𝜕2𝜙2 + 𝜕3𝜙3),
𝑣 = (𝑘 + 1)∇2𝜙2 − 𝑘𝜕2(𝜕1𝜙1 + 𝜕2𝜙2 + 𝜕3𝜙3),
𝑤 = (𝑘 + 1)∇2𝜙3 − 𝑘𝜕3(𝜕1𝜙1 + 𝜕2𝜙2 + 𝜕3𝜙3),

(3)

где функции 𝜙1, 𝜙2, 𝜙3 должны удовлетворять трехмерному бигармоническому уравне-
нию

∇2∇2𝜙𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3;∇2∇2 = Δ4 + 2Δ2𝜕23 + 𝜕43 ; Δ
2 = 𝜕21 + 𝜕22 . (4)

Разделим задачу на две.
Задача А. В этом случае перемещения 𝑢 и 𝜈 описываются четными функциями от-
носительно переменной 𝑧 , а 𝑤 –нечетной.
Задача Б. Здесь перемещения 𝑢 и 𝜈 являются нечетными функциями относительно
переменной 𝑧 , а 𝑤 –четной.
Разделим переменные:

𝜙1 = [𝐶𝐴1 cos(𝑧Δ) +𝐷𝐴1𝑧 sin(𝑧Δ) + 𝐶𝐵1 sin(𝑧Δ) +𝐷𝐵1𝑧 cos(𝑧Δ)] * 𝑓(𝑥, 𝑦),
𝜙2 = [𝐶𝐴2 cos(𝑧Δ) +𝐷𝐴2𝑧 sin(𝑧Δ) + 𝐶𝐵2 sin(𝑧Δ) +𝐷𝐵2𝑧 cos(𝑧Δ)] * 𝑓(𝑥, 𝑦),
𝜙3 = [𝐴𝐴3 sin(𝑧Δ) +𝐵𝐴3𝑧 cos(𝑧Δ) + 𝐴𝐵3 cos(𝑧Δ) +𝐵𝐵3𝑧 sin(𝑧Δ)] * 𝑓(𝑥, 𝑦),

(5)

где 𝑓(𝑥, 𝑦) –произвольная функция двух переменных. Стоящие в (4) коэффициенты 𝐴𝐴3 ,
𝐵𝐴3 , 𝐴𝐵3 , 𝐵𝐵3 ; 𝐶𝐴𝑖 , 𝐶𝐵𝑖 , 𝐷𝐴𝑖 , 𝐷𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 2 зависят от 𝜕1, 𝜕2,Δ =

√︀
𝜕21 + 𝜕22 . Легко

установить равенства:
∇2[sin(𝑧Δ)] = ∇2[cos(𝑧Δ)] = 0; ∇2[𝑧 sin(𝑧Δ)] = 2Δcos(𝑧Δ);
∇2[𝑧 cos(𝑧Δ)] = −2Δ sin(𝑧Δ).
Тогда можно записать:
Задача А.
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−2[(𝑘 + 1)Δ(𝐷𝐴1Δ+𝐵𝐴3𝜕1) + 𝑘𝜕1(−𝐶𝐴1𝜕1Δ− 𝐶𝐴2𝜕2Δ+ 𝜕1𝐷𝐴1 + 𝜕2𝐷𝐴2−
−𝐴𝐴3Δ

2 − 2𝐵𝐴3Δ)] sin(𝑧Δ)− 2𝑘𝜕1(𝐷𝐴1𝜕1 +𝐷𝐴2𝜕2 −𝐵𝐴3Δ)𝑧Δcos(𝑧Δ) = 0
−2[(𝑘 + 1)Δ(𝐷𝐴2Δ+𝐵𝐴3𝜕2) + 𝑘𝜕2(−𝐶𝐴1𝜕1Δ− 𝐶𝐴2𝜕2Δ+ 𝜕1𝐷𝐴1 + 𝜕2𝐷𝐴2−
−𝐴𝐴3Δ

2 − 2𝐵𝐴3Δ)] sin(𝑧Δ)− 2𝑘𝜕2(𝐷𝐴1𝜕1 +𝐷𝐴2𝜕2 −𝐵𝐴3Δ)𝑧Δcos(𝑧Δ) = 0
2(𝑘 − 1)Δ(𝐷𝐴1𝜕1 +𝐷𝐴2𝜕2 −𝐵𝐴3Δ) cos(𝑧Δ)− 4(𝑘 + 1)𝐵𝐴3Δ

2 cos(𝑧Δ)+
+2𝑘Δ[(𝐶𝐴1𝜕1 + 𝐶𝐴2𝜕2 + 𝐴𝐴3Δ+𝐵𝐴3Δ)Δ− 2(𝐷𝐴1𝜕1 +𝐷𝐴2𝜕2 −𝐵𝐴3)] cos(𝑧Δ)+
+4𝑘Δ2(𝐷𝐴1𝜕1 +𝐷𝐴2𝜕2 −𝐵𝐴3Δ)𝑧 sin(𝑧Δ) = 0 ;
Задача Б.
2(𝑘 + 1)(−𝐷𝐵1Δ+𝐵𝐵3𝜕1)Δ cos(𝑧Δ)−
−2𝑘𝜕1(𝐶𝐵1𝜕1Δ+ 𝐶𝐵2𝜕2Δ− 𝐴𝐵3Δ

2 + 2𝐵𝐵3Δ+𝐷𝐵1𝜕1 +𝐷𝐵2𝜕2) cos(𝑧Δ)+
+2𝑘𝜕1(𝐷𝐵1𝜕1 +𝐷𝐵2𝜕2 +𝐵𝐵3Δ)𝑧Δsin(𝑧Δ) = 0
2[(𝑘 + 1)Δ(−𝐷𝐵1Δ+𝐵𝐵3𝜕2)−
−2𝑘𝜕2(𝐶𝐵1𝜕1Δ+ 𝐶𝐵2𝜕2Δ− 𝐴𝐵3Δ

2 + 2𝐵𝐵3Δ+𝐷1𝜕1 +𝐷2𝜕2) cos(𝑧Δ)+
+2𝑘𝜕2(𝐷𝐵1𝜕1 +𝐷𝐵2𝜕2 +𝐵𝐵3Δ)𝑧Δsin(𝑧Δ) = 0
−2(𝑘 − 1)Δ(𝐷𝐵1𝜕1 +𝐷𝐵2𝜕2 +𝐵𝐵3Δ) sin(𝑧Δ) −4(𝑘 + 1)𝐵3Δ

2 sin(𝑧Δ)+
+2𝑘Δ[(𝐶𝐵1𝜕1 + 𝐶𝐵2𝜕2 − 𝐴𝐵3Δ+𝐵𝐵3)Δ + 2(𝐷1𝜕1 +𝐷2𝜕2 +𝐵3Δ)] sin(𝑧Δ)+
+4𝑘Δ2(𝐷𝐵1𝜕1 +𝐷𝐵2𝜕2 +𝐵𝐵3Δ)𝑧 cos(𝑧Δ) = 0.

В результате были получены следующие решения:

𝐶2 = −𝜕1
𝜕2
𝐶1;𝐷1 = ±𝜕1

Δ
𝐵3;𝐷2 = ±𝜕2

Δ
𝐵3;𝐴3 = ± 𝜀

Δ
𝐵3, где𝜀 = 3− 4𝜈,Δ =

√︁
𝜕21 + 𝜕22 . (6)

Здесь знак плюс соответствует задаче А, а минус–задаче Б. Знак для коэффициентов
𝐶1 и𝐶2 остается неизменным.

Полученным результатом можно воспользоваться в дальнейшем при решении кон-
кретных граничных задач в частных производных.
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ОБОБЩЕННЫЙ МЕТОД ФУРЬЕ (ОМФ) В УРАВНЕНИИ
БЕНДЖАМИНА – БОНА – МАХОНИ

И.Е. Андрушкевич

Уравнение Бенджамина – Бона – Махони (BBM-уравнение) имеет вид

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑏

𝜕3𝑢

𝜕𝑡 𝜕𝑥2
= 0, (1)

и используется для моделирования длинных волн в дисперсных средах. Количество из-
вестных его решений весьма ограничено [1].

Применим обобщенный метод Фурье [2] для построения его аналитических решений.
Воспользуемся ОМФ-3, т.е. решение уравнения (1) будем искать в виде




