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Тогда при 𝑛→ ∞, ℎ𝑛 → 0 так, что 𝑛ℎ𝑛 → 0, решение 𝑥𝑛(𝑡) задачи Коши (2) сходится
к решению системы уравнений (3) в пространстве 𝐿𝑝(𝑇 ), если |𝑥𝑛0(𝜏𝑡) − 𝑥0| → 0 в
пространстве 𝐿𝑝(𝑇 ).

Аналогичная теорема в случае поточечной сходимости была получена в [1].
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ВРЕМЯ ПЕРЕМЕШИВАНИЯ СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ НА
ГРУППАХ КОМПЛЕКСНЫХ ОТРАЖЕНИЙ

А.О. Задорожнюк

Пусть 𝑆 – не более чем счетное множество. Определим на нем вероятностное про-
странство (Ω,F,P) , Ω = 𝑆 , F – 𝜎 -алгебра всех подмножеств Ω , P – вероятностная
мера на F .

Определение 1. Случайным блужданием (𝑋𝑡) , 𝑡 = 0, 1, 2, . . . , на множестве 𝑆
будем называть случайный процесс 𝑋 : Ω× N0 → 𝑆 на (Ω,F,P) , где 𝑋𝑡(𝜔) = 𝜔 .

Определение 2. Пусть 𝜇 и 𝜈 – вероятностные меры на конечном множестве 𝑆 .
Расстояние по вариации между этими мерами определяется по формуле

𝑑(𝜇, 𝜈) =
1

2

∑︁
𝑖∈𝑆

| 𝜇(𝑖)− 𝜈(𝑖) | .

Обозначим через 𝜋 равномерное распределение на множестве 𝑆 , через 𝑃𝑋𝑡 – рас-
пределение вероятностей состояний случайного блуждания (𝑋𝑡) на этом множестве в
момент времени 𝑡 .

Определение 3. Пусть 𝜀 > 0 – некоторая фиксированная величина. Временем
перемешивания случайного блуждания (𝑋𝑡) на 𝑆 будем называть величину

𝜏mix(𝜀, (𝑋𝑡), 𝑆) = inf
{︀
𝑡 : 𝑑(𝑃𝑋𝑡 , 𝜋) ≤ 𝜀

}︀
.

Время перемешивания, таким образом, характеризует, как быстро распределение ве-
роятностей состояний случайного блуждания приближается к равномерному. Для 𝑆𝑛

с порождающим множеством, состоящим из транспозиций соседних элементов, Альду-
сом [1] были доказаны оценки 𝐶1𝑛

3 ≤ 𝜏mix,(𝑋𝑡),𝑆𝑛 ≤ 𝐶2𝑛
3 log 𝑛 . Мы же рассматрива-

ем естественное обобщение симметрической группы - группу комплексных отражений
𝐺(𝑚, 1, 𝑛) .

𝐺(𝑚, 1, 𝑛) , 𝑚 > 1 , – конечная неприводимая группа отражений, действующая на
𝑛 -мерном комплексном векторном пространстве. Ее элементы можно представить как
мономиальные матрицы 𝑛 × 𝑛 , элементами которых являются 𝜉𝑎𝑘 ( 𝜉 ∈ C – первооб-
разный корень из 1 степени 𝑚 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 . Операция на группе – умножение матриц
соответствующих элементов. При 𝑚 = 1 група совпадает с симметрической.

Матрицу, у которой элементы 𝜉𝑎𝑘 стоят на позициях (𝑘, 𝜎(𝑘)) (𝜎 ∈ 𝑆𝑛 ), будем обо-
значать парой (𝜎, (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛)) . Также пусть (𝑖, 𝑗) обозначает транспозицию из сим-
метрической группы, меняющую 𝑖 -ый и 𝑗 -ый элементы местами, а id – единичный
элемент симметрической группы. Выберем порождающее множество 𝑇𝑚,1,𝑛 (𝑚 > 1 ),
состоящее из следующих элементов:
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• 𝑠𝑖 = ((𝑖, 𝑖+ 1), (0, . . . , 0)) , 𝑖 = 1, 𝑛− 1 ;

• 𝑟 = (id, (1, 0, . . . , 0)) ;

• 𝑟−1 = (id, (𝑚− 1, 0, . . . , 0)) .

Рассматриваемое случайное блуждание начинается с конкретного (без потери общно-
сти, произвольного) элемента. Его начальное распределение вероятностей можно задать
вектором длины |𝐺(𝑚, 1, 𝑛)| = 𝑚𝑛𝑛! , где на одной позиции стоит единица, а на осталь-
ных – нули. Матрица вероятностей одношаговых переходов определяется следующим
образом:

M𝑘𝑙 = P(𝑋𝑡+1 = 𝜔𝑙|𝑋𝑡 = 𝜔𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑝𝑠/2, если 𝜔𝑙 = 𝑠𝑖𝜔𝑘, 𝑖 = 1, 𝑛− 1

𝑝𝑟/2, если 𝜔𝑙 = 𝑟𝜔𝑘 или 𝜔𝑙 = 𝑟−1𝜔𝑘

1/2, если 𝜔𝑙 = 𝜔𝑘

0, иначе

(1)

где (𝑛−1)𝑝𝑠+2𝑝𝑟 = 1 . Легко убедиться, что, т.к. элементы 𝑠𝑖 имеют порядок 2, матрица
будет симметрической, и, следовательно, дважды стохастической. Тогда для вектора
𝑣𝜋 = 1

𝑚𝑛𝑛!
(1, 1, . . . , 1) длины 𝑚𝑛𝑛! верно 𝑣𝜋 = 𝑣𝜋M , т.е. стационарное распределение

такого случайного блуждания является равномерным.
Верны следующие оценки на время перемешивания.
Теорема 1. Для любого 𝑚 выполняется неравенство

𝜏mix(𝜀, (𝑋𝑡), 𝐺(𝑚, 1, 𝑛)) ≥
𝑛2

4𝑝𝑠

(︂
1

2
− 𝜀

)︂
.

Теорема 2. Для любого 𝑚 при 𝑛 ≥ 4/𝜀 справедлива оценка:

𝜏mix(𝜀, (𝑋𝑡), 𝐺(𝑚, 1, 𝑛)) ≤ ⌈2 log2 𝑛⌉
(︂⌈︁𝑚 (𝑚+ 4)

4𝑝𝑟

⌉︁⌈︁4(𝑛− 1)

𝑝𝑠

⌉︁
⌈2 log2 𝑛⌉+

+
⌈︁2𝑛(𝑛− 1)

𝑝𝑠

⌉︁
+
⌈︁𝑛(𝑛− 1)

𝑝𝑠

⌉︁)︂
Следствие. Пусть 𝑝𝑟 =

1
4
, 𝑝𝑠 = 1

2(𝑛−1)
. Для любого 𝑚 ∈ N существуют постоян-

ные 𝑐(𝜀), 𝐶(𝑚) такие, что для любого 𝑛 ≥ 4/𝜀 выполняются неравенства

𝑐(𝜀)𝑛3 ≤ 𝜏mix(𝜀, (𝑋𝑡), 𝐺(𝑚, 1, 𝑛)) ≤ 𝐶(𝑚)𝑛3 log 𝑛.
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