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ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ ДВУХ НЕЛИНЕЙНЫХ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА С

ПАРАМЕТРАМИ

Е.И. Каландия

Рассмотрим нелинейное интегро-дифференциальное уравнение

𝜇

𝑡∫︁
𝑎

𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠 + 𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)), (1)

где 𝜇 – вещественный параметр, 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑧) – функция трех переменных, называемая
ядром интегро-дифференциального уравнения, и 𝑓(𝑡, 𝑧) – двух переменных, удовлетво-
ряющих следующим условиям:

1) 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑧) определенна и непрерывна на множестве [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] × R ( 𝑏 > 𝑎, R –
множество вещественных чисел) и удовлетворяющая условию Липшица по третьему ар-
гументу, т.е. существует такое число 𝐶1 > 0 , что для всех 𝑧1, 𝑧2 ∈ R справедливо
неравенство

|𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑧2)−𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑧1)| ≤ 𝐶1 | 𝑧2 − 𝑧1| . (2)

2) 𝑓(𝑡, 𝑧) определенна и непрерывна на множестве [𝑎, 𝑏] × R и удовлетворяющая
условию Липшица по второму аргументу, т.е. существует такое число 𝐶2 > 0 , что для
всех 𝑧1, 𝑧2 ∈ R справедливо неравенство

|𝑓(𝑡, 𝑧2)− 𝑓(𝑡, 𝑧1)| ≤ 𝐶2 | 𝑧2 − 𝑧1| . (3)

Для уравнения (1) поставим задачу Коши, задав начальное условие

𝑥(𝑎) = 𝑥0. (4)

Доказано [1], что при выполнении условий 1) и 2) имеет место теорема о существова-
нии и единственности решения задачи Коши для рассматриваемого нелинейного интегро-
дифференциального уравнения, а также следствие из нее в линейном случае, когда ядро
𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠)) может быть представлено в виде произведения 𝐿(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) , где функция
𝐿(𝑡, 𝑠) определенна и непрерывна на квадрате [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] , и 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) = 𝛼(𝑡)𝑥(𝑡) +
+ 𝑔(𝑡) , где функция 𝛼(𝑡) и 𝑔(𝑡) определены и непрерывны на отрезке [𝑎, 𝑏] .
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Рассмотрим систему нелинейных интегро-дифференциальных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑡∫︁
𝑎

𝐾1(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠 + 𝑥′(𝑡) = 𝑓1(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ,

𝑡∫︁
𝑎

𝐾2(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠 + 𝑦′(𝑡) = 𝑓2(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),

где ядра 𝐾1(𝑡, 𝑠, 𝑧1, 𝑧2) , 𝐾2(𝑡, 𝑠, 𝑧1, 𝑧2) и функции 𝑓1(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) , 𝑓2(𝑡, 𝑧1, 𝑧2) удовлетво-
ряют следующим условиям:

3) 𝐾1(𝑡, 𝑠, 𝑢, 𝑣) и 𝐾2(𝑡, 𝑠, 𝑢, 𝑣) непрерывны на множестве [𝑎, 𝑏]2 × R2 ( 𝑏 > 𝑎, R
– множество вещественных чисел) и удовлетворяют условию Липшица по третьему и
четвертому аргументу, т.е. существует такое число 𝐶1 > 0 , что для всех 𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2 ∈
∈ R справедливы неравенства

|𝐾1(𝑡, 𝑠, 𝑢2, 𝑣2)−𝐾1(𝑡, 𝑠, 𝑢1, 𝑣1)| ≤ 𝐶1 (|𝑢2 − 𝑢1|+ |𝑣2 − 𝑣1|) .
|𝐾2(𝑡, 𝑠, 𝑢2, 𝑣2)−𝐾2(𝑡, 𝑠, 𝑢1, 𝑣1)| ≤ 𝐶1 (|𝑢2 − 𝑢1|+ |𝑣2 − 𝑣1|) .

4) 𝑓1(𝑡, 𝑢, 𝑣) и 𝑓2(𝑡, 𝑢, 𝑣) непрерывны на множестве [𝑎, 𝑏] × R2 и удовлетворяющая
условию Липшица по второму и третьему аргументу, т.е. существует такое число 𝐶2 > 0 ,
что для всех 𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2 ∈ R справедливы неравенства

|𝑓1(𝑡, 𝑢2, 𝑣2)− 𝑓1(𝑡, 𝑢1, 𝑣1)| ≤ 𝐶2 (|𝑢2 − 𝑢1|+ |𝑣2 − 𝑣1|) .

|𝑓2(𝑡, 𝑢2, 𝑣2)− 𝑓2(𝑡, 𝑢1, 𝑣1)| ≤ 𝐶2 (|𝑢2 − 𝑢1|+ |𝑣2 − 𝑣1|) .
Для системы поставим задачу Коши, задав начальное условие

𝑥(𝑎) = 𝑥0, 𝑦 (𝑎) = 𝑦0.

В линейном случае, когда ядра 𝐾1(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠)𝑦(𝑠)) = 𝐿1(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠) ,
𝐾2(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠)𝑦(𝑠)) = 𝐿2(𝑡, 𝑠)𝑦(𝑠) , где функции 𝐿1(𝑡, 𝑠), 𝐿2(𝑡, 𝑠) определены и непрерыв-
ны на квадрате [𝑎, 𝑏]2 × R2 , и 𝑓1(𝑡, 𝑥(𝑡)) = 𝛼11(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝛽12𝑦(𝑡) + 𝑔1(𝑡) , 𝑓2(𝑡, 𝑥(𝑡)) =
= 𝛼21(𝑡)𝑥(𝑡)+𝛽22𝑦(𝑡)+𝑔2(𝑡) , где функции 𝛼11(𝑡), 𝛼21(𝑡), 𝛽21(𝑡), 𝛽22(𝑡) и 𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡) опреде-
лены и непрерывны на отрезке [𝑎, 𝑏] , получаем систему линейных интегро-дифференци-
альных уравнений Вольтерра с параметрами⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜇1

𝑡∫︁
𝑎

𝐿1(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑥′(𝑡) = 𝛼11(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝛽12𝑦(𝑡) + 𝑔1(𝑡),

𝜇2

𝑡∫︁
𝑎

𝐿2(𝑡, 𝑠)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑦′(𝑡) = 𝛼21(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝛽22𝑦(𝑡) + 𝑔2(𝑡),

(5)

Так как условия 3) и 4) для уравнения (5), очевидно, выполнены, то мы получаем сле-
дующую теорему существования и единственности:

Теорема. Решение задачи Коши для системы интегро-дифференциальных уравне-
ний (5), в которой функции 𝐿1(𝑡, 𝑠), 𝐿2(𝑡, 𝑠) непрерывны на квадрате [𝑎, 𝑏]2 × R2 , и
функции 𝛼11(𝑡), 𝛼21(𝑡), 𝛽21(𝑡), 𝛽22(𝑡) и 𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡) определены и непрерывны на отрезке
[𝑎, 𝑏] , существует и единственно.
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НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ
ТЕОРИИ ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ И СТАТИСТИЧЕСКОГО

РАВНОВЕСИЯ В ПЛОСКО-ПАРАЛЛЕЛЬНОМ СЛОЕ

А.В. Калинин, А.А. Тюхтина, А.А. Бусалов

Математические основы и вопросы численного решения линейных задач теории пе-
реноса излучения обсуждались в [1–4]. Учет взаимодействия излучения со средой в от-
сутствие локального термодинамического равновесия приводит к необходимости изуче-
ния нелинейных систем интегро-дифференциальных уравнений [4–8]. Основные аспекты
этих нелинейных задач могут быть описаны системой интегро-дифференциальных урав-
нений переноса излучения и статистического равновесия [6, 7] Вопросы математической
корректности и свойств решений этой системы в ограниченных областях были изуче-
ны в работах [9–12]. В работах [13, 14] рассматривалась краевая задача для нелиней-
ной стационарной системы интегро-дифференциальных уравнений переноса излучения
и статистического равновесия в плоско-параллельном слое.

В настоящей работе исследуется следующая система нелинейных интегро - дифферен-
циальных уравнений теории переноса излучения и статистического равновесия в плоско-
параллельном слое 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2 , соответствующая модели двухуровневого атома в рам-
ках предположения о полном перераспределении излучения по частоте:

1

𝑐

𝜕𝜙(𝑥, 𝜈, 𝜇, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑥
𝜙(𝑥, 𝜈, 𝜇, 𝑡)+

+ℎ𝜈12
𝜅(𝜈)

2
(𝐵12𝐶1(𝑥, 𝑡)−𝐵21𝐶2(𝑥, 𝑡))𝜙(𝑥, 𝜈, 𝜇, 𝑡) = ℎ𝜈12

𝜅(𝜈)

2
𝐴21𝐶2(𝑥, 𝑡), (1)

⎛⎝𝐶12𝑛𝑒(𝑥) +𝐵12

∫︁
𝐼

1∫︁
−1

𝜅(𝜈)

2
𝜙(𝑥, 𝜈, 𝜇, 𝑡)𝑑𝜈𝑑𝜇

⎞⎠𝐶1(𝑥, 𝑡) =

= 𝐶2(𝑥, 𝑡)

⎛⎝𝐴21 + 𝐶21𝑛𝑒(𝑥) +𝐵21

∫︁
𝐼

1∫︁
−1

𝜅(𝜈)

2
𝜙(𝑥, 𝜈, 𝜇, 𝑡)𝑑𝜈𝑑𝜇

⎞⎠ , (2)

𝐶1(𝑥, 𝑡) + 𝐶2(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥). (3)

Здесь 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2) , 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑑 > 0 , 𝜇 ∈ [−1, 1] , 𝜈 ∈ 𝐼 = [0, 𝜈0] , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] , 𝑇 > 0 .
Функция 𝜙 – удельная интенсивность излучения, 𝐶1 и 𝐶2 – пространственные плот-

ности атомов среды, находящихся в основном и в возбужденном состоянии соответствен-
но.

Система (1)–(3) дополняется граничными условиями

𝜙(𝑥1, 𝜈, 𝜇, 𝑡) = 0, 𝜇 > 0, 𝜙(𝑥2, 𝜈, 𝜇, 𝑡) = 0, 𝜇 < 0, 𝜈 ∈ 𝐼, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (4)




