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ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И ОЦЕНКИ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ
ВО ВНЕШНИХ ОБЛАСТЯХ

А.В. Калинин, А.А. Тюхтина, В.Е. Метелева

Различные представления функций используются в теории вложения пространств
дифференцируемых функций, основы которой были заложены в работах С.Л. Соболева
[1, 2]. Существенное развитие эта теория получила в работах С.М. Никольского, В.П.
Ильина, О.В. Бесова [3], Ю.Г. Решетняка [4, 5], В.И. Буренкова [6]. В частности, в рабо-
тах [4, 5] рассматриваются интегральные представления для функций и вектор-функций
через некоторые дифференциальные операторы, на основе которых доказываются оцен-
ки, известные в литературе под названием неравенств Корна [7].

При исследовании задач гидродинамики и электромагнитной теории важную роль
играют оценки векторных полей 𝑢⃗ , связывающие их 𝐿𝑝 -нормы с 𝐿𝑝 -нормами divũ и
rotũ [8–10]. При изучении электромагнитных полей в неоднородных средах с разрыв-
ными коэффициентами, характеризующими свойства среды, непосредственное исполь-
зование этих результатов невозможно, и для решения этих вопросов в работах [11, 12]
на основании специальных представлений векторных функций в звёздных областях бы-
ли получены соответствующие оценки для скалярных произведений векторных полей.
С использованием этих оценок были исследованы вопросы корректности различных по-
становок краевых и начально-краевых задач для системы уравнений Максвелла в неод-
нородных средах.

В настоящей работе рассматриваются представления векторных полей во внешних
областях [13], которые позволяют расширить применимость оценок скалярных произве-
дений векторных полей для задач электромагнитной теории в областях с более сложной
геометрией.

Рассматриваемые представления имеют следующий вид. Пусть Ω𝑖𝑛𝑡 ⊂ 𝑅3 – открытое
множество, звездное относительно начала координат 0⃗ ∈ Ω𝑖𝑛𝑡 с границей Γ класса 𝐶1 ,
Ω𝑒𝑥𝑡 = 𝑅3 ∖ Ω̄𝑖𝑛𝑡 . Пусть 𝑆 = {𝑠⃗ ∈ 𝑅3 : |𝑠⃗| = 1} , 𝑙𝑠 = {𝑥⃗ = 𝑟𝑠⃗, 𝑟 ∈ (0,+∞)} – луч,
проходящий через точку 𝑠⃗ ∈ 𝑆 . Через 𝑆Γ обозначается множество 𝑆Γ = {𝑠⃗ ∈ 𝑆 : 𝑙𝑠 ∩
∩ Γ ̸= ∅} .

Предполагается, что выполнены следующие условия:
1) Множество 𝑆Γ открыто в 𝑆 ;
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2) для каждого 𝑠⃗ ∈ 𝑆Γ множество 𝑙𝑠 ∩ Γ состоит ровно из одной точки 𝑥⃗ = 𝑅(𝑠⃗)𝑠⃗ ,
при этом 𝑟𝑠⃗ ∈ Ω𝑖𝑛𝑡 , если 0 < 𝑟 < 𝑅(𝑠⃗) и 𝑟𝑠⃗ ∈ Ω𝑒𝑥𝑡 , если 𝑟 > 𝑅(𝑠⃗) ;

3) функция ℎ(𝑥⃗) = 𝑅(𝑥⃗/|𝑥⃗|) , определенная на множестве 𝑂Γ = {𝑟𝑠⃗ : (𝑟, 𝑠⃗) ∈ (0,∞)×
× 𝑆Γ} , является функцией класса 𝐶1(𝑂Γ) .

Для каждой точки 𝑥⃗ ∈ Γ обозначим через 𝑛⃗(𝑥⃗) единичный вектор внешней по отно-
шению к Ω𝑖𝑛𝑡 нормали; для вектор-функции 𝑢⃗ ∈ {𝐶(Ω̄𝑒𝑥𝑡)}3 использованы обозначения:

𝑢𝑛(𝑥⃗) = (𝑢⃗(𝑥⃗) · 𝑛⃗(𝑥⃗)), 𝑢⃗𝜏 (𝑥⃗) = 𝑢⃗(𝑥⃗)− 𝑢𝑛(𝑥⃗)𝑛⃗(𝑥⃗), 𝑥⃗ ∈ Γ.

Теорема Пусть граница Γ множества Ω𝑖𝑛𝑡 ⊂ 𝑅3 удовлетворяет сформулирован-
ным выше условиям 1)-3). Тогда для любой функции 𝑢⃗ ∈ {𝐶1(Ω̄𝑒𝑥𝑡)}3 при всех 𝑥⃗ ∈ Ω𝑒𝑥𝑡

справедливы равенства

𝑢⃗(𝑥⃗) = rot

1∫︁
h(x̃)/|x̃|

𝜏 [ũ(𝜏 x̃)× x̃]d𝜏 +

1∫︁
h(x̃)/|x̃|

𝜏 2x̃divũ(𝜏 x̃)d𝜏+

+𝑥⃗

(︂
grad

h(x̃)

|x̃|
· ñ( x̃h(x̃)

|x̃|
)

)︂
𝑢𝑛(

𝑥⃗ℎ(𝑥⃗)

|𝑥⃗|
)
ℎ(𝑥⃗)

|𝑥⃗|
,

𝑢⃗(𝑥⃗) = grad

1∫︁
h(x̃)/|x̃|

(ũ(𝜏 x̃) · x̃)d𝜏 +
1∫︁

h(x̃)/|x̃|

𝜏 [rotũ(𝜏 x̃)× x̃]d𝜏 +

[︂
x̃×

[︂
grad

h(x̃)

|x̃|
× ũ𝜏 (

x̃h(x̃)

|x̃|
)

]︂]︂
.

В работе обсуждаются вопросы применения данных представлений для получения
оценок векторных полей в ограниченных и неограниченных областях и использование
этих оценок для стационарных и квазистационарных задач электромагнитной теории в
неоднородных средах.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 23-21-00440,
https://rscf.ru/project/23-21-00440/
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ОДНО СООТНОШЕНИЕ КВАЗИНОРМ ВЫСШИХ ПРОИЗВОДНЫХ
РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

В.Р. Мисюк

Пусть 𝑇 , 𝐷+ и 𝐷− соответственно окружность |𝑧| = 1 , круг |𝑧| < 1 и область
|𝑧| > 1 в комплексной плоскости. Для 0 < 𝑝 ⩽ ∞ через 𝐿𝑝(𝐷+) обозначим про-
странство Лебега комплексных функций на 𝐷+ относительно плоской меры Лебега с
обычной квазинормой ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐷+) . Через ℛ𝑛 , 𝑛 = 0, 1, 2, ... , обозначим множество
рациональных функций степени не выше 𝑛 с полюсами лишь в 𝐷− . Известно, что для
𝑟𝑛 ∈ R𝑛

⋂︀
𝐿∞(𝐷+) имеет место оценка

‖𝑟′𝑛‖𝐿2(𝐷+) ⩽
√
𝜋 𝑛 ‖𝑟𝑛‖𝐿∞(𝐷+),

полученная Е.П. Долженко из геометрических соображений. В настоящее время в теории
рациональной аппроксимации известны различные его виды. Так, в частности, были
получены его обобщения для пространств Лебега 𝐿𝑝(𝐷+) относительно плоской меры,
на высшие производные и на производные дробного порядка, приведены соотвествущие
обратные теоремы [3],[4].

Для 𝛼 ∈ R и 0 < 𝑝 ⩽ ∞, 0 < 𝑞 ⩽ ∞ через 𝐵𝛼
𝑞 обозначим пространство Харди—

Бесова(см., например, [1],[2]). Именно, 𝑓 ∈ 𝐵𝛼
𝑞 , если при некотором 𝛽 > 𝛼 функция

(1− |𝑧|2)𝛽−𝛼− 1
𝑞 ·
(︀
𝐽𝛽𝑓

)︀
(𝑧) принадлежит 𝐿𝑞 (𝐷+) , где 𝐽𝛽𝑓 – производная функции 𝑓 в

смысле Вейля. Квазинорма (норма при 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞ ) в пространстве 𝐵𝛼
𝑞 определяется

следующим образом

‖𝑓‖𝐵𝛼
𝑞
=
⃦⃦⃦(︀

1− |𝑧|2
)︀𝛽−𝛼− 1

𝑞 ·
(︀
𝐽𝛽𝑓

)︀
(𝑧)
⃦⃦⃦
𝐿𝑞(𝐷+)

=

=

⎛⎝∫︁
𝐷+

⃒⃒⃒(︀
1− |𝑧|2

)︀𝛽−𝛼− 1
𝑞 ·
(︀
𝐽𝛽𝑓

)︀
(𝑧)
⃒⃒⃒𝑞
𝑑𝑚2(𝑧)

⎞⎠ 1
𝑞

<∞ .

Хорошо известно, что определение пространства 𝐵𝛼
𝑞 не зависит от 𝛽 : при различных

𝛽 соответствующие квазинормы эквивалентны. Ради удобства, как правило, принимают
𝛽 = 𝛼 + 1 .

Теорема 1.[3] Пусть 𝑟 ∈ R𝑛 , 𝛼 > 0 , 𝑝 > 2 и 1/𝑞 = 𝛼 + 2/𝑝 . Тогда

‖𝑟‖𝐵𝛼
𝑞
⩽ 𝑐(𝛼, 𝑝)𝑛𝛼+1/𝑝‖𝑟‖𝐿𝑝(𝐷+) ,

где 𝑐 > 0 и зависит лишь от 𝛼 и 𝑝 .
Полагаем далее,что рациональная функция 𝑟 степени 𝑛 + 𝑚 не имеет полюсов на

𝑇 , причем 𝑛 полюсов лежат в 𝐷+ и 𝑚 — в 𝐷− . Тогда 𝑟(𝑧) = 𝑟+(𝑧) + 𝑟−(1/𝑧) , где 𝑟+




