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ОДНО СООТНОШЕНИЕ КВАЗИНОРМ ВЫСШИХ ПРОИЗВОДНЫХ
РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

В.Р. Мисюк

Пусть 𝑇 , 𝐷+ и 𝐷− соответственно окружность |𝑧| = 1 , круг |𝑧| < 1 и область
|𝑧| > 1 в комплексной плоскости. Для 0 < 𝑝 ⩽ ∞ через 𝐿𝑝(𝐷+) обозначим про-
странство Лебега комплексных функций на 𝐷+ относительно плоской меры Лебега с
обычной квазинормой ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐷+) . Через ℛ𝑛 , 𝑛 = 0, 1, 2, ... , обозначим множество
рациональных функций степени не выше 𝑛 с полюсами лишь в 𝐷− . Известно, что для
𝑟𝑛 ∈ R𝑛

⋂︀
𝐿∞(𝐷+) имеет место оценка

‖𝑟′𝑛‖𝐿2(𝐷+) ⩽
√
𝜋 𝑛 ‖𝑟𝑛‖𝐿∞(𝐷+),

полученная Е.П. Долженко из геометрических соображений. В настоящее время в теории
рациональной аппроксимации известны различные его виды. Так, в частности, были
получены его обобщения для пространств Лебега 𝐿𝑝(𝐷+) относительно плоской меры,
на высшие производные и на производные дробного порядка, приведены соотвествущие
обратные теоремы [3],[4].

Для 𝛼 ∈ R и 0 < 𝑝 ⩽ ∞, 0 < 𝑞 ⩽ ∞ через 𝐵𝛼
𝑞 обозначим пространство Харди—

Бесова(см., например, [1],[2]). Именно, 𝑓 ∈ 𝐵𝛼
𝑞 , если при некотором 𝛽 > 𝛼 функция

(1− |𝑧|2)𝛽−𝛼− 1
𝑞 ·
(︀
𝐽𝛽𝑓

)︀
(𝑧) принадлежит 𝐿𝑞 (𝐷+) , где 𝐽𝛽𝑓 – производная функции 𝑓 в

смысле Вейля. Квазинорма (норма при 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞ ) в пространстве 𝐵𝛼
𝑞 определяется

следующим образом

‖𝑓‖𝐵𝛼
𝑞
=
⃦⃦⃦(︀

1− |𝑧|2
)︀𝛽−𝛼− 1

𝑞 ·
(︀
𝐽𝛽𝑓

)︀
(𝑧)
⃦⃦⃦
𝐿𝑞(𝐷+)

=

=

⎛⎝∫︁
𝐷+

⃒⃒⃒(︀
1− |𝑧|2

)︀𝛽−𝛼− 1
𝑞 ·
(︀
𝐽𝛽𝑓

)︀
(𝑧)
⃒⃒⃒𝑞
𝑑𝑚2(𝑧)

⎞⎠ 1
𝑞

<∞ .

Хорошо известно, что определение пространства 𝐵𝛼
𝑞 не зависит от 𝛽 : при различных

𝛽 соответствующие квазинормы эквивалентны. Ради удобства, как правило, принимают
𝛽 = 𝛼 + 1 .

Теорема 1.[3] Пусть 𝑟 ∈ R𝑛 , 𝛼 > 0 , 𝑝 > 2 и 1/𝑞 = 𝛼 + 2/𝑝 . Тогда

‖𝑟‖𝐵𝛼
𝑞
⩽ 𝑐(𝛼, 𝑝)𝑛𝛼+1/𝑝‖𝑟‖𝐿𝑝(𝐷+) ,

где 𝑐 > 0 и зависит лишь от 𝛼 и 𝑝 .
Полагаем далее,что рациональная функция 𝑟 степени 𝑛 + 𝑚 не имеет полюсов на

𝑇 , причем 𝑛 полюсов лежат в 𝐷+ и 𝑚 — в 𝐷− . Тогда 𝑟(𝑧) = 𝑟+(𝑧) + 𝑟−(1/𝑧) , где 𝑟+
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и 𝑟− — рациональные функции степени соответственно 𝑛 и 𝑚 с полюсами лишь в 𝐷− .
Из теоремы 1 немедленно получаем.

Теорема 2. Пусть 𝛼 > 0 , 𝑝 > 2 и 1/𝑞 = 𝛼 + 2/𝑝 . Тогда

‖𝑟+‖𝐵𝛼
𝑞
⩽ 𝑐(𝛼, 𝑝)𝑛𝛼+1/𝑝‖𝑟‖𝐿𝑝(𝐷+),

‖𝑟−‖𝐵𝛼
𝑞
⩽ 𝑐(𝛼, 𝑝)𝑚𝛼+1/𝑝‖𝑟‖𝐿𝑝(𝐷+) ,

где 𝑐 > 0 и зависит лишь от 𝛼 и 𝑝 .
Применяя стандартный метод Бернштейна, легко получить соответствующее прило-

жение в виде обратных теорем, где техническим аппаратом для их решения служит
приведенное здесь соотношения для производных рациональных функций.
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О ПРИБЛИЖЕННОМ РЕШЕНИИ ДВУХТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ
ЗАДАЧ ДЛЯ ПОЛУЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ТИПА ВОЛЬТЕРРА

О.Д. Нуржанов

Рассматривается система интегро-дифференциальных уравнений вида

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥+

𝑡∫︁
0

𝐵(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑓

⎛⎝𝑡, 𝑥, 𝑡∫︁
0

𝜙(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠

⎞⎠ (1)

при нелинейных граничных условиях

𝑔(𝑥(0)) = 𝑥(𝑇 ), (2)

где 𝑥 , 𝑓 , 𝜙 , 𝑔 – точки 𝑛 -мерного евклидова пространства 𝐸𝑛 ; 𝐴(𝑡) , 𝐵(𝑡, 𝑠) – матрицы
с размерами 𝑛× 𝑛 .

Пусть 𝐷 ⊂ 𝐸𝑛 – замкнутая ограниченная область, 𝐷1 : ‖𝑦‖ ≤ 𝑇 ·ℎ𝜙 – шар простран-
ства 𝐸𝑛, ℎ𝜙 = max

(𝑡,𝑠)∈[0,𝑇 ], 𝑥∈𝐷
‖𝜙(𝑡, 𝑠, 𝑥)‖ .

Предположим, что в области (𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦) ∈ Ω = [0, 𝑇 ] × [0, 𝑇 ] × 𝐷 × 𝐷1 выполняются
следующие условия:

1) матрицы 𝐴(𝑡) и 𝐵(𝑡, 𝑠) определены и непрерывны в области (𝑡, 𝑠) ∈ [0, 𝑇 ]× [0, 𝑇 ]
и для них существует резольвентная матрица 𝑅(𝑡, 𝑠) (𝑅(𝑡, 𝑡) = 𝐸 ), которая является
решением сопряженного уравнения

𝜕𝑅(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
= −𝑅(𝑡, 𝑠)𝐴(𝑠)−

𝑡∫︁
𝑠

𝑅(𝑡, 𝑢)𝐵(𝑢, 𝑠)𝑑𝑢;




