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и 𝑟− — рациональные функции степени соответственно 𝑛 и 𝑚 с полюсами лишь в 𝐷− .
Из теоремы 1 немедленно получаем.

Теорема 2. Пусть 𝛼 > 0 , 𝑝 > 2 и 1/𝑞 = 𝛼 + 2/𝑝 . Тогда

‖𝑟+‖𝐵𝛼
𝑞
⩽ 𝑐(𝛼, 𝑝)𝑛𝛼+1/𝑝‖𝑟‖𝐿𝑝(𝐷+),

‖𝑟−‖𝐵𝛼
𝑞
⩽ 𝑐(𝛼, 𝑝)𝑚𝛼+1/𝑝‖𝑟‖𝐿𝑝(𝐷+) ,

где 𝑐 > 0 и зависит лишь от 𝛼 и 𝑝 .
Применяя стандартный метод Бернштейна, легко получить соответствующее прило-

жение в виде обратных теорем, где техническим аппаратом для их решения служит
приведенное здесь соотношения для производных рациональных функций.
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О ПРИБЛИЖЕННОМ РЕШЕНИИ ДВУХТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ
ЗАДАЧ ДЛЯ ПОЛУЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ТИПА ВОЛЬТЕРРА

О.Д. Нуржанов

Рассматривается система интегро-дифференциальных уравнений вида

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥+

𝑡∫︁
0

𝐵(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑓

⎛⎝𝑡, 𝑥, 𝑡∫︁
0

𝜙(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠

⎞⎠ (1)

при нелинейных граничных условиях

𝑔(𝑥(0)) = 𝑥(𝑇 ), (2)

где 𝑥 , 𝑓 , 𝜙 , 𝑔 – точки 𝑛 -мерного евклидова пространства 𝐸𝑛 ; 𝐴(𝑡) , 𝐵(𝑡, 𝑠) – матрицы
с размерами 𝑛× 𝑛 .

Пусть 𝐷 ⊂ 𝐸𝑛 – замкнутая ограниченная область, 𝐷1 : ‖𝑦‖ ≤ 𝑇 ·ℎ𝜙 – шар простран-
ства 𝐸𝑛, ℎ𝜙 = max

(𝑡,𝑠)∈[0,𝑇 ], 𝑥∈𝐷
‖𝜙(𝑡, 𝑠, 𝑥)‖ .

Предположим, что в области (𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦) ∈ Ω = [0, 𝑇 ] × [0, 𝑇 ] × 𝐷 × 𝐷1 выполняются
следующие условия:

1) матрицы 𝐴(𝑡) и 𝐵(𝑡, 𝑠) определены и непрерывны в области (𝑡, 𝑠) ∈ [0, 𝑇 ]× [0, 𝑇 ]
и для них существует резольвентная матрица 𝑅(𝑡, 𝑠) (𝑅(𝑡, 𝑡) = 𝐸 ), которая является
решением сопряженного уравнения

𝜕𝑅(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
= −𝑅(𝑡, 𝑠)𝐴(𝑠)−

𝑡∫︁
𝑠

𝑅(𝑡, 𝑢)𝐵(𝑢, 𝑠)𝑑𝑢;
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2) вектор–функции 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) , 𝜙(𝑡, 𝑠, 𝑥) , 𝑔(𝑢) определены и непрерывны в области Ω ,
а также для всех (𝑡, 𝑥, 𝑦), (𝑡, 𝑥′, 𝑦′), (𝑡, 𝑠, 𝑥), (𝑡, 𝑠, 𝑥′) ∈ Ω выполняются неравенства

|𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑦)| ≤𝑀,

|𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑦)− 𝑓 (𝑡, 𝑥′, 𝑦′)| ≤ 𝐾1 |𝑥− 𝑥′|+𝐾2 |𝑦 − 𝑦′| ,
|𝜙(𝑡, 𝑠, 𝑥)− 𝜙 (𝑡, 𝑠, 𝑥′)| ≤ 𝐾3 |𝑥− 𝑥′| ,

где |𝑓 | = (|𝑓1|, . . . , |𝑓𝑛|) , 𝑀 = (𝑀1, . . . ,𝑀𝑛) , 𝑀𝑖 > 0 ; 𝐾𝑙 = {𝑘𝑙𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 ,
𝑙 = 1, 2, 3} ;

3) множества точек 𝑥0 ∈ 𝐷𝛽 ⊂ 𝐷 таких, что точки

𝑥0(𝑡, 𝑥0) = 𝑅(𝑡, 0)

(︂
1− 𝑡

𝑇

)︂
𝑥0 +

𝑡

𝑇
𝑔 (𝑥0)

содержатся в области 𝐷 вместе со своей 𝛽 –окрестностью, непусто: 𝐷𝛽 ̸= ∅, где

𝛽 =

(︂
𝑇

2
𝑅0 +𝑅1

)︂
𝑀, 𝑅0 = max

0≤𝜏≤𝑡≤𝑇
|𝑅(𝑡, 𝜏)|,

𝑅1 = max
𝑡∈[0,𝑇 ]

𝑡∫︁
0

|𝑅(𝑇, 𝜏)−𝑅(𝑡, 𝜏)|𝑑𝜏 ;

4) наибольшее положительное собственное значение матрицы

𝑄 =

(︂
𝑇

2
𝑅0 +𝑅1

)︂
(𝐾1 + 𝑇𝐾2𝐾3)

меньше единицы: 𝜆max(𝑄) < 1.
При этих условиях для исследования решений краевой задачи (1), (2) можно при-

менить схему численно-аналитического метода А.М. Самойленко [1, 2]. Согласно этой
схеме для построения приближенного решения исходной задачи (1), (2) используется
рекуррентное соотношение

𝑥𝑚 (𝑡, 𝑥0) = 𝑅(𝑡, 0)𝑥0 +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡, 𝜏)𝑓

⎛⎝𝜏, 𝑥𝑚−1 (𝜏, 𝑥0) ,

𝜏∫︁
0

𝜙 (𝜏, 𝑠, 𝑥𝑚−1(𝑠, 𝑥0)) 𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝜏−

− 𝑡

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑅(𝑇, 𝜏)𝑓

⎛⎝𝜏, 𝑥𝑚−1 (𝜏, 𝑥0) ,

𝜏∫︁
0

𝜙 (𝜏, 𝑠, 𝑥𝑚−1 (𝑠, 𝑥0)) 𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝜏+ (3)

+
𝑡

𝑇
[𝑔 (𝑥0) +𝑅 (𝑇, 0)𝑥0] , 𝑚 = 1, 2, 3, . . . ,

𝑥0 (𝑡, 𝑥0) = 𝑅(𝑡, 0)𝑥0 +
𝑡

𝑇
[𝑔 (𝑥0) +𝑅(𝑇, 0)𝑥0] .

Справедливо следующее утверждение.
Теорема. Пусть для краевой задачи (1), (2) выполняются условия 1)− 4) . Тогда
1) при всех 𝑥0 ∈ 𝐷𝛽 последовательность функций вида (3), удовлетворяющих кра-

евым условиям (2), равномерно сходится при 𝑚→ ∞ относительно области (𝑡, 𝑥0) ∈
∈ [0, 𝑇 ]×𝐷𝛽 к предельной функции 𝑥* (𝑡, 𝑥0) , которая удовлетворяет краевым условиям
(2);
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2) предельная функция 𝑥* (𝑡, 𝑥0) является решением краевой задачи (1), (2) тогда и
только тогда, когда, если точка 𝑥0 = 𝑥*0 является решением определяющего уравнения:

Δ(𝑥0) =
1

𝑇
[𝑔 (𝑥0) +𝑅(𝑇, 0)𝑥0]−

− 1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑅(𝑇, 𝜏)𝑓

⎛⎝𝜏, 𝑥* (𝜏, 𝑥0) , 𝜏∫︁
0

𝜙 (𝜏, 𝑠, 𝑥* (𝑠, 𝑥0)) 𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝜏 = 0.

При подстановке этого значения 𝑥 = 𝑥*0 в (3), получим приближенное решение
краевой задачи (1), (2).
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АППРОКСИМАЦИИ ЭРМИТА–ЯКОБИ ДЛЯ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ

Т.М. Оснач, Н.В. Рябченко, А.П. Старовойтов

Пусть f = (𝑓1, ..., 𝑓𝑘) – набор, состоящий из 𝑘 степенных рядов

𝑓𝑗(𝑧) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑓 𝑗
𝑖 𝑧

𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑘 (1)

с комплексными коэффициентами. Не ограничивая общности, считаем, что все ряды
в (1) сходятся в некоторой окрестности нуля и тем самым равенства (1) определяют
систему f , состоящую из функций аналитических в окрестности нуля.

Множество 𝑘 –мерных мультииндексов, т. е. упорядоченных 𝑘 целых неотрицатель-
ных чисел, обозначим Z𝑘

+ . Порядок мультииндекса −→𝑚 = (𝑚1, ...,𝑚𝑘) ∈ Z𝑘
+ — это сумма

𝑚 = 𝑚1 + ... + 𝑚𝑘 . Зафиксируем индекс 𝑛 ∈ Z1
+ и мультииндекс

−→𝑚 = (𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑘) ∈ Z𝑘
+ .

Определение 1. Аппроксимациями Эрмита–Паде для пары (𝑛,−→𝑚) и системы функ-
ций (1) называются рациональные дроби

𝜋𝑗
𝑛𝑗 ,

−→𝑚(𝑧) = 𝜋𝑗
𝑛𝑗 ,

−→𝑚(𝑧; f) =
𝑃 𝑗
𝑛𝑗
(𝑧)

𝑄𝑚(𝑧)
𝑗 = 1, ..., 𝑘 ,

где тождественно не равный нулю многочлен 𝑄𝑚(𝑧) = 𝑄𝑚(𝑧, f) , deg𝑄𝑚 ⩽ 𝑚 и много-
члены 𝑃 𝑗

𝑛𝑗
(𝑧) = 𝑃 𝑗

𝑛𝑗
(𝑧; f) , deg𝑃 𝑗

𝑛𝑗
⩽ 𝑛𝑗 , 𝑛𝑗 = 𝑛+𝑚−𝑚𝑗 при 𝑗 = 1, ..., 𝑘 удовлетворяют

условиям
𝑄𝑚(𝑧)𝑓𝑗(𝑧)− 𝑃 𝑗

𝑛𝑗
(𝑧) = 𝑂(𝑧𝑛+𝑚+1). (2)

Если 𝑘 = 1 , то f состоит из одной функции 𝑓(𝑧) = 𝑓1(𝑧) . В этом случае 𝜋1
𝑛1,

−→𝑚(𝑧; 𝑓1)

называют аппроксимацией Паде порядка (𝑛,𝑚) и обозначают 𝜋𝑛,𝑚(𝑧; 𝑓) [1].




