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где многочлены 𝑄𝑚(𝑧;Ek) , 𝑃 𝑗
𝑛𝑗
(𝑧;Ek) представляются в виде интегралов Эрмита (см.

[1, гл. 4, § 2]).
Теорема 2. Пусть {𝜆𝑗}𝑘𝑗=1 – набор различных не равных нулю действительных чи-

сел. Тогда для мультииндекса (𝑛,−→𝑚) ∈ Z𝑘+1
+ , удовлетворяющего условию

𝑛 ⩾ max1⩽𝑗⩽𝑘𝑚𝑗 , и системы функций Hk = {𝐻(𝑥;𝜆𝑗)}𝑘𝑗=1 существуют тригономет-
рические аппроксимации Эрмита –Якоби {̂︀𝜋𝑡

𝑗(𝑥;Hk)}𝑘𝑗=1 и при соответствующей нор-
мировке справедливы представления: при 𝑗 = 1, ..., 𝑘̂︀𝑄𝑡

𝑚(𝑥;Hk) = ̂︀𝑄𝑡
𝑛,−→𝑚(𝑥;Hk) = 𝑄𝑚(𝑒

𝑖𝑥;Ek) · 𝑄𝑚(𝑒𝑖𝑥;Ek) =

=
1

[(𝑛+𝑚)!]2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁
0

𝑇 (𝑥)𝑒−𝑡(cos𝑥+𝑖 sin𝑥)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

,

̂︀𝑃 𝑡
𝑗 (𝑥;Hk) = ̂︀𝑃 𝑡

𝑛𝑗 ,𝑛,
−→𝑚(𝑥;Hk) = 𝐼𝑚

{︁
𝑃 𝑗
𝑛𝑗
(𝑒𝑖𝑥;Ek) · 𝑄𝑚(𝑒𝑖𝑥;Ek)

}︁
,

где многочлены 𝑄𝑚(𝑧;Ek) , 𝑃 𝑗
𝑛𝑗
(𝑧;Ek) представляются в виде интегралов Эрмита (см.

[1, гл. 4, § 2]).
Данная работа является продолжением исследований, начатых в [2].
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования в рамках

государственной программы научных исследований "Конвергенция-2025".
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ФОРМУЛЫ РЕГУЛЯРИЗОВАННЫХ СЛЕДОВ ОПЕРАТОРА ДИРАКА
С ОСОБЕННОСТЬЮ В ПОТЕНЦИАЛЕ

М.Б. Танирбергенов

В 1994 году П.Д.Лакс [1] предложил элементарный способ вычисления регуляризо-
ванного следа оператора Штурма–Лиувилля, т.е. методом «деформации» потенциала по
параметру 𝑡 ∈ [0, 1] , который справедлив для самосопряженных операторов в гильбер-
товом пространстве.

В настоящей заметке методом Лакса вычисляется регуляризованный след для опера-
тора Дирака с особенностью в потенциале.

Рассмотрим следующий дифференциальный оператор

𝐷𝑦 ≡
(︂

0 1
−1 0

)︂(︂
𝑦′1
𝑦′2

)︂
+

(︂
𝑝(𝑥) − 1

𝑥
+ 𝑞(𝑥)

− 1
𝑥
+ 𝑞(𝑥) −𝑝(𝑥)

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
= 𝜆

(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
, 0 < 𝑥 < 𝜋 (1)

с граничными условиями
𝑦2(0) = 0, 𝑦2(𝜋) = 0, (2)

где 𝑝(𝑥) и 𝑞(𝑥) – действительные функции из класса 𝐶2[0, 𝜋] .
Лемма 1. Пусть 𝑝(𝑥) ≡ 0 , 𝑞(𝑥) ≡ 0 . Тогда
1) общее решение уравнения (1) даётся формулой



Интегро-дифференциальные и стохастические дифференциальные уравнения 62{︃
𝜙1(𝑥, 𝜆) = 𝐶1

(︀
cos𝜆𝑥

𝜆
− 1

𝑥
· sin𝜆𝑥

𝜆2

)︀
+ 𝐶2

(︀
− sin𝜆𝑥− 1

𝑥
· cos𝜆𝑥

𝜆

)︀
,

𝜙2(𝑥, 𝜆) = 𝐶1
sin𝜆𝑥

𝜆
+ 𝐶2 cos𝜆𝑥,

при 𝜆 ̸= 0 ,{︃
𝜙1(𝑥, 𝜆) =

𝐶1

𝑥
,

𝜙2(𝑥, 𝜆) = 𝐶2𝑥,
при 𝜆 = 0 ;

2) cобственные значения и ортонормированные собственные вектор–функции гра-
ничной задачи (1), (2) соответственно имеют вид:

𝜆𝑛 = 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍, 𝑛 ̸= 0,

𝑦𝑛(𝑥) =

(︂
𝑦𝑛1(𝑥)
𝑦𝑛2(𝑥)

)︂
=

1√
𝜋

(︂
cos𝑛𝑥− 1

𝑥
sin𝑛𝑥

𝑛
sin𝑛𝑥

)︂
, 𝑛 ∈ 𝑍, 𝑛 ̸= 0;

3) выполняются тождества

∞∑︁
𝑛=1

[︀
𝑦2𝑛,1(𝑥) + 𝑦2−𝑛,1(𝑥)− 𝑦2𝑛,2(𝑥)− 𝑦2−𝑛,2(𝑥)

]︀
=

1

2
[𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑥− 𝜋)],

∞∑︁
𝑛=1

[2𝑦𝑛,1(𝑥)𝑦𝑛,2(𝑥) + 2𝑦−𝑛,1(𝑥)𝑦−𝑛,2(𝑥)] = 0, (0 < 𝑥 < 𝜋)

где 𝛿(𝑥) – «дельта» –функция Дирака.
Лемма 2. Ряды

∞∑︁
0 ̸=𝑛=−∞

[𝑦2𝑛1(𝑥, 𝑡)− 𝑦2𝑛2(𝑥, 𝑡)],
∞∑︁

0 ̸=𝑛=−∞

2𝑦𝑛1(𝑥, 𝑡)𝑦𝑛2(𝑥, 𝑡)

сходятся в обобщенном смысле и их сумма не зависит от 𝑡 .
Теорема. Пусть {𝜆𝑛}∞𝑛=1 – собственные значения граничной задачи (1), (2), тогда

справедливо равенство
∞∑︁

𝑛=1

(𝜆𝑛 + 𝜆−𝑛) =
1

2
[𝑝(0) + 𝑝(𝜋)].
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