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СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЙ
ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ, УПРАВЛЯЕМЫХ ГРУБЫМИ

ТРАЕКТОРИЯМИ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

М.А. Фирсов, М.М. Васьковский

Пусть 𝐻 и 𝑈 − сепарабельные гильбертовы пространства; 𝐵 , 𝐵1 и 𝐵2 − произ-
вольные банаховы пространства; L2(𝐻,𝑈) − множество операторов Гильберта-Шмидта,
действующих из 𝐻 в 𝑈 .

Замечание. Некоторые обозначения, которые мы будем использовать без определе-
ния, такие как ‖ · ‖𝑋̃,2𝛼,𝛽 , 𝐶𝛼 и др., определяются так же, как и в [1].

Определение 1. Множество функций от двух переменных ℎ : [0, 𝑇 ] × [0, 𝑇 ] → 𝐵 ,
для которых

‖ℎ‖𝛼 := sup
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ],𝑠 ̸=𝑡

‖ℎ𝑠,𝑡‖𝐵
|𝑡− 𝑠|𝛼

<∞,

обозначим через 𝐶𝛼
2 ([0, 𝑇 ]

2, 𝐵) , где 𝛼 ∈ (0, 1] .
Если 𝑓 ∈ 𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝐵) − непрерывная по Гёльдеру функция от одной переменной,

то 𝑓𝑠,𝑡 := 𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑠) ∈ 𝐶𝛼
2 ([0, 𝑇 ]

2, 𝐵) , где 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] .
Определение 2. Пусть 𝛼 ∈ (1

3
, 1
2
] . Под C𝛼([0, 𝑇 ], 𝐻) будем понимать множество всех

пар (𝑋,X) таких, что процесс 𝑋 ∈ 𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝐻) , а X ∈ 𝐶2𝛼
2 ([0, 𝑇 ]2, 𝐻 ⊗ 𝐻) является

процессом второго порядка над X, то есть выполняется следующее тождество Чена:

X𝑠,𝑡 − X𝑠,𝑢 − X𝑢,𝑡 = 𝑋𝑠,𝑢 ⊗𝑋𝑢,𝑡

для любой тройки (𝑠, 𝑢, 𝑡) ∈ [0, 𝑇 ]3 .
Рассмотрим эволюционное уравнение следующего вида:

𝑑𝑢𝑡 = 𝐿𝑢𝑡𝑑𝑡+ 𝑓(𝑢𝑡)𝑑𝑡+ 𝑔(𝑢𝑡)𝑑X𝑡, 𝑢0 = 𝜉 ∈ 𝑈, (1)

где X = (𝑋,X) ∈ C𝛼([0, 𝑇 ], 𝐻) , 𝛼 ∈ (1
3
, 1
2
] ; 𝑓 : 𝑈 → 𝑈 , 𝑔 : 𝑈 → L2(𝐻,𝑈) ; 𝐿 −

отрицательно определённый самосопряжённый оператор, порождающий аналитическую
𝐶0 -полугруппу на 𝑈 , которую будем обозначать как {𝑆𝑡}𝑡≥0 . В качестве примера такого
оператора 𝐿 может выступать оператор Лапласа Δ , при 𝑈 = 𝐻 = 𝐿2[0, 1] .

Уравнение (1) можно записать в следующем виде:

𝑑𝑢𝑡 = 𝐿𝑢𝑡𝑑𝑡+ 𝐹 (𝑢𝑡)𝑑X̃𝑡, 𝑢0 = 𝜉 ∈ 𝑈, (2)

где 𝐹 (𝑢𝑡) =

(︂
𝑓(𝑢𝑡)
𝑔(𝑢𝑡)

)︂
и X̃𝑡 =

(︂
𝑡

X𝑡

)︂
.

Уравнение (2) для случая, когда X = (𝑋,X) ∈ C𝛼([0, 𝑇 ],R𝑑) , 𝛼 ∈ (1
3
; 1
2
] , было ис-

следовано на существование и единственность решений в работах [1] и [2]. В данной
работе показывается, что их результаты можно перенести на случай, когда X = (𝑋,X) ∈
∈ C𝛼([0, 𝑇 ], 𝐻) .

Определение 3. Будем говорить, что функция 𝑌 ∈ 𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝐵) управляется гру-
бой траекторией X̃ ∈ C𝛼([0, 𝑇 ], 𝐻 × [0, 𝑇 ]) в соответствии с полугруппой {𝑆𝑡}𝑡≥0 , если
существует такой элемент 𝑌 ′ ∈ 𝐶𝛼([0, 𝑇 ],L2(𝐻 × [0, 𝑇 ], 𝐵)) , что выражение

𝑅𝑌
𝑠,𝑡 := 𝑌𝑡 − 𝑆𝑡−𝑠(𝑌𝑠 + 𝑌 ′

𝑠 𝑋̃𝑠,𝑡)

удовлетворяет неравенству ‖𝑅𝑌 ‖2𝛼 <∞ . Под D2𝛼
𝑆,𝑋̃

([0, 𝑇 ], 𝐵) будем понимать множество
всех таких пар (𝑌, 𝑌 ′) .
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Определение 4. Пространство функций 𝑓 : 𝐵1 → 𝐵2 , имеющих непрерывные и
ограниченные производные Фреше до порядка 𝑘 включительно, будем обозначать через
𝐶𝑘

𝑏 (𝐵1, 𝐵2) .
Определение 5. Для любого 𝛽 ∈ R обозначим через U𝛽 сепарабельное гильбертово

пространство 𝐷((−𝐿)𝛽) с нормой ‖ · ‖𝑈𝛽
= ‖(−𝐿)𝛽 · ‖𝑈 .

Лемма 1. Пусть X̃ = (𝑋̃, X̃) ∈ C𝛼([0, 𝑇 ], 𝐻 × [0, 𝑇 ]) для некоторого 𝛼 ∈ (1
3
; 1
2
] и

(𝑌, 𝑌 ′) ∈ D2𝛼
𝑆,𝑋̃

([0, 𝑇 ],L2(𝐻 × [0, 𝑇 ], 𝑈2
𝛽)) . Тогда интеграл

𝑡∫︁
𝑠

𝑆𝑡−𝑟𝑌𝑟𝑑X̃𝑟 := lim
|P|→0

∑︁
[𝑡𝑖,𝑡𝑖+1]∈P

𝑆𝑡−𝑡𝑖(𝑌𝑡𝑖𝑋̃𝑡𝑖,𝑡𝑖+1
+ 𝑌 ′

𝑡𝑖
X̃𝑡𝑖,𝑡𝑖+1

) (3)

корректно определён и для каждого 0 ≤ 𝛾 < 3𝛼 выполняется оценка

‖
𝑡∫︁

𝑠

𝑆𝑡−𝑟𝑌𝑟𝑑X̃𝑟 − 𝑆𝑡−𝑠𝑌𝑠𝑋̃𝑠,𝑡 − 𝑆𝑡−𝑠𝑌
′
𝑠 X̃𝑠,𝑡‖𝑈𝛽+𝛾

≤ 𝐶(‖𝑅𝑌 ‖2𝛼‖𝑋̃‖𝛼 + ‖𝑌 ′‖𝛼‖X̃‖2𝛼)|𝑡− 𝑠|3𝛼−𝛾,

где 𝐶 − универсальная постоянная.
Лемма 2. Пусть 𝛼 ∈ (1

3
; 1
2
] , 𝑛 ∈ N , X̃ ∈ C𝛼([0, 𝑇 ], 𝐻 × [0, 𝑇 ]) , 𝐹 ∈ 𝐶2

𝑏 (𝑈𝛾, 𝑈
𝑛
𝛾 ) ,

для каждого 𝛾 ≥ 𝛽 , (𝑢, 𝑢′) ∈ D2𝛼
𝑆,𝑋̃

([0, 𝑇 ], 𝑈𝛽) и (𝑍𝑡, 𝑍
′
𝑡) := (𝐹 (𝑢𝑡), 𝐷𝐹 (𝑢𝑡)𝑢

′
𝑡) . Так-

же предположим, что 𝑢 ∈ 𝐿∞([0, 𝑇 ], 𝑈2𝛼+𝛽) и 𝑢′ ∈ 𝐿∞([0, 𝑇 ], 𝑈2
2𝛼+𝛽) . Тогда (𝑍,𝑍 ′) ∈

∈ D2𝛼
𝑆,𝑋̃

([0, 𝑇 ], 𝑈𝑛
𝛽 ) и существует константа 𝐶𝐹 = 𝐶𝐹 (𝑇 ) такая, что выполняется

оценка

‖(𝑍,𝑍 ′)‖𝑋̃,2𝛼,𝛽 ≤ 𝐶𝐹 (1 + ‖𝑋̃‖𝛼)2(1 + ‖𝑢‖∞,2𝛼+𝛽 + ‖𝑢′‖∞,2𝛼+𝛽 + ‖(𝑢, 𝑢′)‖𝑋̃,2𝛼)
2,

при этом константа 𝐶𝐹 зависит от оценок на 𝐹 и её производных.
Введём пространство

D2𝛼
𝑋̃
([0, 𝑇 ], 𝑈𝛽) := D2𝛼

𝑆,𝑋̃
([0, 𝑇 ], 𝑈𝛽) ∩ (𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝑈2𝛼+𝛽)× 𝐿∞([0, 𝑇 ], 𝑈2𝛼+𝛽)).

Определение 6. Пусть 𝛼 ∈ (1
3
; 1
2
] и 𝑇 > 0 , тогда отображение 𝑢 ∈ 𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝑈)

будем называть слабым решением задачи Коши (2) на промежутке [0, 𝑇 ] , если выпол-
няются следующие условия:

1) (𝑢, 𝑢′) ∈ D2𝛼
𝑋̃
([0, 𝑇 ], 𝑈) , где 𝑢′ = 𝐹 (𝑢) ;

2) (𝐹 (𝑢), (𝐹 (𝑢))′) ∈ D2𝛼
𝑋̃
([0, 𝑇 ],L2(𝐻 × [0, 𝑇 ], 𝑈2

𝛾 )) , ∀𝛾 ≥ −2𝛼 , где
(𝐹 (𝑢))′ = 𝐷𝐹 (𝑢)𝐹 (𝑢) ;

3) ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] выполняется равенство

𝑢𝑡 = 𝑆𝑡𝜉 +

𝑡∫︁
0

𝑆𝑡−𝑟𝐹 (𝑢𝑟)𝑑X̃𝑟,

где интеграл в правой части понимается в смысле (3) , при 𝑌𝑡 = 𝐹 (𝑢𝑡) .
Теорема. Пусть 𝜉 ∈ 𝑈 , 𝛼 ∈ (1

3
; 1
2
] , X̃ ∈ C𝛼([0, 𝑇 ], 𝐻 × [0, 𝑇 ]) и 𝐹 ∈ 𝐶3

𝑏 (𝑈𝛾,L2(𝐻 ×
× [0, 𝑇 ], 𝑈2

𝛾 )) для каждого 𝛾 ≥ −2𝛼 . Тогда существует единственное слабое решение
уравнения (2) на промежутке [0, 𝑇 ] .

Доказательство теоремы главным образом основано на леммах 1 и 2, а также − на
теореме Банаха о неподвижной точке.
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О РЕШЕНИИ ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

А.П. Шилин

Проведено дальнейшее исследование уравнения
𝑛∑︁

𝑘=0

[︀
(𝑎(𝑡)𝐴𝑘(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝐵𝑘(𝑡))𝜙

(𝑘)(𝑡) +

+
𝑘!

𝜋𝑖
(𝑎(𝑡)𝐴𝑘(𝑡)− 𝑏(𝑡)𝐵𝑘(𝑡))

∫︁
𝐿

𝜙(𝜏)𝑑𝜏

(𝜏 − 𝑡)𝑘+1

⎤⎦ = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐿 ,

c интегралами, понимаемыми в смысле конечной части по Адамару. В этом уравнении
𝐿 — простая гладкая замкнутая положительно ориентированная кривая на комплекс-
ной плоскости, 𝑎(𝑡) ̸= 0, 𝑏(𝑡) ̸= 0, 𝑓(𝑡) — заданные на этой кривой H -непрерывные
(т.е. удовлетворяющие условию Гельдера) функции, 𝜙(𝑡) — искомая на L функция, H -
непрерывная вместе со своими производными до порядка n включительно.

Актуальным вопросом представляется нахождение функций 𝐴𝑘(𝑡), 𝐵𝑘(𝑡) , 𝑘 = 0, 𝑛 ,
для которых возможно точное аналитическое решение уравнения. Два таких случая бы-
ли указаны автором на предыдущих «Еругинских чтениях», соответствующие подробные
результаты опубликованы затем в [1, 2]. Укажем два новых случая при 𝑛 ≥ 3 :

1. 𝐴𝑘(𝑡) = (𝛼𝑘 − (𝜆1 + 𝜆2)𝛼𝑘+1 + 𝜆1𝜆2𝛼𝑘+2)𝑡+ (𝑘 + 1)(𝛼𝑘+1 − (𝜆1 + 𝜆2)𝛼𝑘+2 + 𝜆1𝜆2𝛼𝑘+3),

𝐵𝑘(𝑡) = (𝛽𝑘 − (𝜇1 + 𝜇2)𝛽𝑘+1 + 𝜇1𝜇2𝛽𝑘+2)𝑡+ (𝑘 + 1)(𝛽𝑘+1 − (𝜇1 + 𝜇2)𝛽𝑘+2 + 𝜇1𝜇2𝛽𝑘+3) .

2. 𝐴𝑘(𝑡) = (𝛼𝑘 − (𝜆1 + 𝜆2)𝛼𝑘+1 + 𝜆1𝜆2𝛼𝑘+2) 𝑡
2 + ((𝜆1 + 𝜆2)𝛼𝑘+2 − 2𝛼𝑘+1) 𝑡+ 2𝛼𝑘+2 ,

𝐵𝑘(𝑡) = (𝛽𝑘 − (𝜇1 + 𝜇1)𝛽𝑘+1 + 𝜇1𝜇2𝛽𝑘+2) 𝑡
2 + ((𝜇1 + 𝜇2)𝛽𝑘+2 − 2𝛽𝑘+1) 𝑡+ 2𝛽𝑘+2.

Здесь 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1, 𝜇2, 𝛼𝑘, 𝛽𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛+ 3, — заданные комплексные числа, причем
𝛼𝑘 = 𝛽𝑘 = 0 при 𝑘 = 0, 1, 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, 𝑛+ 3, 𝛼𝑛 = 𝛽𝑛 = 1, 𝜆1 ̸= 𝜆2, 𝜇1 ̸= 𝜇2 . Корни
многочленов 𝑃 (𝜆) =

∑︀𝑛−2
𝑘=0 𝛼𝑘+2𝜆

𝑘, 𝑄(𝜇) =
∑︀𝑛−2

𝑘=0 𝛽𝑘+2𝜇
𝑘 предполагаются однократны-

ми, 𝑃 (𝜆𝑘) ̸= 0, 𝑄(𝜇𝑘) ̸= 0, 𝑘 = 1, 2 .
В этих случаях выписаны явно условия разрешимости уравнения, а при их выпол-

нении приведены формулы решения. Используются обобщенные формулы Сохоцкого,
теория краевой задачи Римана, метод вариации произвольных постоянных для линей-
ных дифференциальных уравнений с учетом дополнительных условий на решение.
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