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Математическое моделирование биологических процессов, протекающих в теле па-
циента, представляет собой фундаментальную междисциплинарную проблему на стыке
медицины, биологии и математики. От разработки адекватных математических моделей
заболеваний во многом зависят глобальные успехи в его лечении, профилактики и ор-
ганизации системы оказания медицинской помощи [1]. В 2004 году Hovorka [2] вместе со
своими коллегами разработал математическую модель диабета первого типа, в которой
управляющими воздействиями являются дозы инсулина и количество углеводной пищи,
принятой пациентом в определенное время. В качестве выходных функций (измерений,
наблюдений) берется концентрация глюкозы в плазме крови пациента.

Математическая модель диабета первого типа, моделирующая глюкозо-инсулиновое
взаимодействие в теле пациента (модель Hovorka) представляет собой систему из десяти
обыкновенных (существуют обобщения и на уравнения с запаздыванием) нелинейных
дифференциальных уравнений первого порядка, включающую в себя возмущения в виде
приема углеводной пищи и управляющие воздействия, характеризующие инсулиновые
инъекции.

Модель Hovorka основана на следующих переменных, описывающих глюкозо-
инсулиновые процессы в теле пациента:

𝜈(𝑡) – проглоченная углеводная пища в минуту ( 𝑔/𝑚𝑖𝑛 );
𝐷1(𝑡) – количество глюкозы в желудке (𝑚𝑚𝑜𝑙 );
𝐷2(𝑡) – количество глюкозы в пищеварительном тракте (𝑚𝑚𝑜𝑙 );
𝑈𝐺(𝑡) – скорость абсорбции глюкозы (𝑚𝑚𝑜𝑙/𝑚𝑖𝑛 );
𝑄1(𝑡) – количество глюкозы в кровяном потоке (𝑚𝑚𝑜𝑙 );
𝑄2(𝑡) – количество глюкозы в периферийных тканях (𝑚𝑚𝑜𝑙 );
𝐹 𝑐
01(𝑡) – скорость потребления глюкозы (𝑚𝑚𝑜𝑙/𝑚𝑖𝑛 ) в центральной нервной системе;
𝐹𝑅(𝑡) – скорость поглощения глюкозы в почках пациента (𝑚𝑚𝑜𝑙/𝑚𝑖𝑛 );
𝑥1(𝑡) – показатель влияния инсулина на транспортировку и распространение глюко-

зы;
𝑥2(𝑡) – показатель влияния инсулина на утилизацию глюкозы;
𝑥3(𝑡) – показатель действия инсулина на выработку эндогенной глюкозы в печени;
𝐼(𝑡) – концентрация инсулина в плазме крови (mU/L);
𝑆1(𝑡) – количество инсулина в крови (mU );
𝑆2(𝑡) – количество инсулина в периферийных тканях (mU );
𝐺(𝑡) – уровень глюкозы в крови пациента (𝑚𝑚𝑜𝑙/𝐿 ).
Система обыкновенных дифференциальных уравнений описывает динамику фазово-

го вектора 𝑧(𝑡) =
(︀
𝐷1(𝑡), 𝐷2(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑆1(𝑡), 𝑆2(𝑡), 𝑄1(𝑡), 𝑄2(𝑡), 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑥3(𝑡)

)︀
, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1],

с помощью которого моделируется глюкозо-инсулиновое взаимодействие в теле пациен-
та.
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Для описания глюкозо-инсулиновых процессов в теле конкретного пациента необходи-
мо идентифицировать 16 параметров: 𝑘𝑒 , 𝑘12 , 𝑘𝑎1 , 𝑘𝑎2 , 𝑘𝑎3 , 𝑘𝑏1 , 𝑘𝑏2 , 𝑘𝑏3 , 𝜏𝐷 , 𝜏𝑆 , 𝐴𝐺 ,
𝐵𝑤 , 𝑉𝐼/𝐵𝑤 , 𝑉𝐺/𝐵𝑤 , 𝐸𝐺𝑃0/𝐵𝑤 , 𝐹01/𝐵𝑤 , которые, как и начальные условия, индиви-
дуальны для каждого пациента. Подробное смысловое описание этих параметров можно
найти в [2, 3]. Чтобы использовать указанную модель для различных прогнозов следует
для каждого пациента вычислить (определить) набор его индивидуальных параметров.
Например, для определенного типа пациентов были найдены следующие значения пара-
метров: 𝑘𝑒 = 0.138 ; 𝑘12 = 0.066 ; 𝑘𝑎1 = 0.006 ; 𝑘𝑎2 = 0.06 ; 𝑘𝑎3 = 0.03 ; 𝑘𝑏1 = 3.07 · 10−4 ;
𝑘𝑏2 = 4.92 · 10−4 ; 𝑘𝑏3 = 0.0016 ; 𝜏𝐷 = 40 ; 𝜏𝑆 = 55 ; 𝐴𝐺 = 0.8 ; 𝐵𝑤 = 60𝑘𝑔 ; 𝑉𝐼/𝐵𝑤 = 0.12 ;
𝑉𝐺/𝐵𝑤 = 0.16 ; 𝐸𝐺𝑃0/𝐵𝑤 = 0.0161 ; 𝐹01/𝐵𝑤 = 0.0097. При этом начальные условия при
𝑡0 = 0 имеют вид:

𝑧(𝑡0) =
(︀
7, 13, 0, 0, 0, 100, 20, 0, 0, 0

)︀
.

Для адекватного математического описания глюкозо-инсулинового взаимодействия в
теле пациента необходимо провести обследование пациента, в ходе которого следует по-
лучить данные о приеме углеводной пищи в течение суток, программе ввода инсулина,
а также значения уровня глюкозы в крови пациента в заданные моменты времени (зна-
чения выходной функции 𝑦(𝑡) = 𝐺(𝑡) ). С помощью минимизации отклонений значений
выходной функции от расчетных значений выхода, полученных по системе дифферен-
циальных уравнений, можно найти подходящие значения требуемых параметров. Одна-
ко возникает вопрос о точности определения указанных параметров. Так как точность
определения уровня глюкозы в крови пациента составляет три – пять процентов, то пред-
ставляется важным найти коэффициенты эластичности уровня глюкозы по параметрам
модели.

После такой предварительной подготовки можно использовать указанную модель для
расчета управляющих воздействий (т.е. выбора программы ввода инсулиновых инъек-
ций). При этом необходимо учитывать, что целью управления является попадание в
указанные границы в заданные моменты времени уровней глюкозы в крови пациента,
а скорость изменения уровней глюкозы ограничена конкретным значением. Предвари-
тельные расчеты показывают, что определенные параметры модели достаточно находить
с двадцати процентной точностью.

В докладе обсуждается методика оценки точности определения параметров матема-
тической модели диабета первого типа на основе анализа чувствительности изменения
уровня глюкозы в крови пациента.

В модели Hovorka в качестве управляющих воздействий 𝑢(𝑡) , 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] принято
рассматривать скорость введения определенной дозы инсулина в определенное время.
Другими словами, если назначается инъекция инсулина, то указывается величина дозы
инсулина, конкретное время подкожной инъекции этой дозы и продолжительность инъ-
екции. Для математического моделирования инъекций инсулина предлагается исполь-
зовать специальные аппроксимации дельта-функций. Вычислительный эксперимент с
такими функциями приведен в [3].

Одной из важных задач, возникающих при изучении диабета первой степени, яв-
ляется задача определения состояний пациента на основании измеренных значений под-
кожной концентрации глюкозы. Поэтому естественным образом возникают классические
проблемы математической теории управления — наблюдаемость и построение оценщиков
(эстиматоров) состояний пациента [4 – 6].
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ВЫВОД УРАВНЕНИЙ ГРАВИТАЦИИ И ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ ИЗ
ПРИНЦИПА НАИМЕНЬШЕГО ДЕЙСТВИЯ И ТЕМНАЯ ЭНЕРГИЯ

В.В. Веденяпин

В классических работах (см. [1–4]), уравнения для полей предлагаются без вывода
правых частей. Здесь мы даем вывод правых частей уравнений Максвелла и Эйнштей-
на в рамках уравнений Власова–Максвелла–Эйнштейна из классического, но немного
более общего принципа наименьшего действия [5–11]. Получающийся вывод уравнений
типа Власова даёт уравнения Власова-Эйнштейна отличные от того, что предлагались
ранее [12–15]. Предлагается способ перехода от кинетических уравнений к гидродина-
мическим следствиям [5–8], как это делалось раньше уже самим А.А. Власовым [4]. В
случае гамильтоновой механики от гидродинамических следствий уравнения Лиувилля
возможен переход к уравнению Гамильтона-Якоби, как это делалось уже в квантовой
механике [16] и в общем гамильтоновом подходе [17-22]. Таким образом получаются в
нерелятивистском случае решения Милна–Маккри, нерелятивистский аналог решений
типа Фридмана нестационарной эволюции Вселенной. Это позволяет проанализировать
Лямбду Эйнштейна и темную энергию [22-24].
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