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СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД ЧЕБЫШЕВА ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ
ЗАДАЧ С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В.М. Волков, Е.И. Качаловская

Преимущества спектральных методов в наибольшей мере проявляются при решении
задач, входные данные которых обладают достаточной гладкостью. В докладе исследо-
ваны возможности эффективного использования указанного класса методов для диф-
ференциальных уравнений с разрывными коэффициентами.

Рассмотрена модельная краевая задача, на примере которой проиллюстрированы воз-
можные приемы сглаживания входных данных для обеспечения эффективности спек-
трального метода в случае разрывных коэффициентов:

𝑑

𝑑𝑥
𝜎(𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ [−1, 1]× [−1, 1], (1)

𝑢(±1) = 0. (2)

Для решения задачи (1)–(2) использован спектральный метод коллокации Чебышева [1,
2] и результаты сопоставлялись с результатами, полученными методом конечных разно-
стей.

Рассмотрены два случая, в первом из которых исследована возможность использо-
вания супергауссовой функции для приближения коэффициента 𝜎(𝑥) прямоугольной
формы:

𝜎(𝑥) = 𝜎0 + 𝜎1𝑒𝑥𝑝
(︀
−(2𝑥)2𝑛

)︀
, 𝑛→ ∞. (3)

При этом решение задачи (1)–(2) полагалось гладким, 𝑢(𝑥) = cos (2𝜋 (𝑥2 − 0.25) /3) , а
правая часть приобретала разрыв в точке разрыва коэффициента при 𝑛 → ∞ . Второй
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случай — задача с постоянным коэффициентом 𝜎(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и правой частью в виде
дельта–функции 𝑓(𝑥) = −2𝛿(𝑥) , решение которой имеет разрыв первой производной
при 𝑥 = 0 : 𝑢(𝑥) = 1− |𝑥|, 𝑢′(𝑥) = −𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥) .

При сглаживании коэффициентов относительная точность 10−10 достигалась, когда
на разрыв приходилось не менее девяти точек сетки. Например, при 𝑛 = 40 для дости-
жения такой точности общее число узлов чебышёвской сетки превышает 𝑁 = 900 . При
𝑛 = 80 и 𝑁 = 1000 (четыре точки на разрыв коэффициентов) относительная погреш-
ность спектрального метода сопоставима с погрешностью метода конечных разностей и
превышает 10−6 .

Для аппроксимации дельта–функции первоначально использовалось выражение

𝑔(𝑥) =
1√
4𝜋𝜏

exp

(︃
−(𝑥− 𝑥0)

2

4𝜏

)︃
, lim

𝜏→0
𝑔(𝑥) = 𝛿(𝑥− 𝑥0), (4)

однако, такое сглаживание оказалось совершенно непригодным для моделирования то-
чечного источника, поскольку точность спектрального метода оказывалась при
этом существенно хуже, чем точность метода конечных разностей. В качестве аппрок-
симации дельта–функции лучше всего подходит вторая спектральная производная от
фундаментального решения задачи. В этом случае, очевидно, погрешность будет срав-
нима с вычислительной погрешностью. Данный подход может быть использован при
моделировании точечных источников в рамках многомерного уравнения Пуассона и бо-
лее сложных задач с неоднородными и разрывными коэффициентами.
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ, ПОДДЕРЖИВАЮЩЕЕ
ПЛОДОРОДИЕ ПОЧВЫ

Л.А. Володченкова, А.К. Гуц

В работе [1] было предложено дифференциальное уравнение, описывающее уровень
плодородия почвы 𝑥 с учетом только двух наиболее важных факторов: типа почвообо-
разующей породы (материнской породы) 𝑝 , которая служит основой (каркасом) для
формирования почвы, и влаги 𝑊 , которая является жизненной основой растений, поч-
венной фауны и микрофлоры:

�̇� = 𝛾 · (𝑝− 𝑥2)𝑥− 𝛿 · (𝑊 −𝑊−)(𝑊 −𝑊+), 𝑡 ≥ 0, (1)

где 𝛾, 𝛿 > 0 – константы, 𝑊− – значение влажности почвы, которое характеризует
нехватку воды, и, соответственно, 𝑊+ – ее избыток (0 < 𝑊− < 𝑊+) . При измене-
ниях влажности, выходящей за пределы отрезка [𝑊−,𝑊+] , наблюдаются катастрофы
типа «сборка», т.е. скачкообразные изменения плодородия 𝑥 . Хотя уровень плодородия
зависит и от ряда других факторов: химических, физико-химических, биологических,
мы сконцентрировали внимание на чисто физических факторах, формирующих почву и
обеспечивающих ее плодородие.




