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НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМНЫЕ ЭВОЛЮЦИОННЫЕ ОПЕРАТОРЫ И ИХ
ПРИМЕНЕНИЕ К МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ИСКУССТВЕННОГО

ИНТЕЛЛЕКТА

Ю.М Вувуникян, И.В. Трифонова, Ваньли Чэнь

В работе рассматривается нейронная сеть, математическая модель нейронов которой
учитывает движение электрических токов в нейроне. Такая модель, в отличие от моделей
с формальными нейронами, называется импульсной (или спайковой) моделью и являет-
ся моделью 3-его поколения. Наиболее эффективной импульсной моделью в настоящее
время признается математическая модель импульсной нейронной сети ФитцХью-Нагумо,
которая детально моделирует динамику активации и деактивации нейронов на основе
нелинейных дифференциальных уравнений Ван-дер-Поля [1]. Эта модель была предло-
жена в 1961 году ФитцХью [2], а более общая модель разработана в 1962 году в работе
[3] Нагумо и др.

Математическую модель нейрона ФитцХью-Нагумо в общем виде можно записать в
виде следующей системы двух дифференциальных уравнений:{︂

𝑥′ + 𝑦 = 𝛼0 + 𝛼1𝑥+ 𝛼2𝑥
2 + 𝑥3

𝑦′ + 𝛼𝑦 = 𝛽𝑥
, (1)

где 𝑥 – мембранный потенциал, 𝑦 – ток восстановления. Введя обобщенные импульсные
характеристики [5], систему (1) можно записать следующим образом:{︂

(𝛿′ − 𝛼1𝛿) * 𝑥+ 𝛿 * 𝑦 − 𝛼2𝑆2(𝛿
⊗2 * 𝑥⊗2)− 𝑆3(𝛿

⊗3 * 𝑥⊗3) = 𝛼0

(𝛿′ + 𝛼𝛿) * 𝑦 − 𝛽𝛿 * 𝑥 = 0
, (2)

где 𝛿′ – обобщенная производная дельта-функции 𝛿 , 𝛿⊗2 и 𝛿⊗3 – тензорный квадрат и
тензорный куб дельта-функции 𝛿 соответственно, т.е. 𝛿⊗2 = 𝛿 ⊗ 𝛿 и 𝛿⊗3 = 𝛿 ⊗ 𝛿 ⊗ 𝛿 , 𝑆2

и 𝑆3 – операторы сокращения переменных второго и третьего порядков.
Левая часть системы (2) представляет полиномиальный эволюционный оператор [5]

второй кратности третьей степени. Таким образом, математической модели нейрона
ФитцХью-Нагумо соответствует полиномиальный эволюционный оператор. Отметим,
что при этом параллельному соединению соответствует сложение эволюционных опе-
раторов, а последовательному соединению соответствует композиция соответствующих
эволюционных операторов.

Часто полезно сводить математическую модель системы не к достаточно сложному
кратному эволюционному оператору, а к более простому полиномиальному эволюцион-
ному оператору первой кратности. Эта задача несложно решается для математической
модели нейрона ФитцХью-Нагумо.

Действительно, решая относительно функции 𝑦 второе дифференциальное уравне-
ние рассматриваемой системы (1), имеем

𝑦(𝑡) = 𝛽(𝐾 * 𝑥)(𝑡) + 𝑦0 = 𝛽

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑦0,

где * – операция свертки, 𝐾(𝑡) = 𝑒−𝛼𝑡, 𝑦0 = 𝑦(0).
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Подставляя полученное равенство в первое уравнение рассматриваемой системы, по-
лучаем следующее уравнение:

𝑥′(𝑡) + 𝛽

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 = 𝛼0 + 𝛼1𝑥(𝑡) + 𝛼2𝑥
2(𝑡) + 𝑥3(𝑡)− 𝑦0. (3)

Перенося 𝑦0 в правую часть и обозначая 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝛼0 + 𝛼1𝑥(𝑡) + 𝛼2𝑥
2(𝑡) + 𝑥3(𝑡)− 𝑦0 ,

получаем эволюционное нелинейное интегральное уравнение Вольтерра:

𝛽

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥).

Уравнение (3) запишем в следующем виде:

𝑥′ + 𝛽𝐾 * 𝑥− 𝛼1𝑥− 𝛼2𝑥
2 − 𝑥3 = 𝛼0 − 𝑦0

и, применяя введенные обозначения, получим уравнение

(𝛿′ + 𝛽𝐾 − 𝛼1𝛿) * 𝑥+ 𝑆2(−𝛼2𝛿
⊗2 * 𝑥⊗2) + 𝑆3(−𝛿⊗3 * 𝑥⊗3) = 𝛼0 − 𝑦0. (4)

Введем обобщенные импульсные характеристики:

𝑎1 = 𝛿′ + 𝛽𝐾 − 𝛼1𝛿, 𝑎2 = −𝛼2𝛿
⊗2, 𝑎3 = 𝛿⊗3.

Тогда левая часть уравнения (4) может быть записана следующим образом:

𝑎1 * 𝑥+ 𝑆2(𝑎2 * 𝑥⊗2) + 𝑆3(𝑎3 * 𝑥⊗3),

что соответствует канонической записи полиномиального эволюционного оператора тре-
тьей степени с обобщенными импульсными характеристиками.

Для обучения импульсной нейронной сети FitzHugh–Nagumo мы использовали
платформу SNNtorch и метод пакетной нормализации, зависящий от порога (tdBN), ос-
нованный на пространственно-временном обратном распространении STBP, называемый
«STBP-tdBN». В качестве простого примера применения модели рассмотрена задача
классификации набора данных MNIST.
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ДИФФУЗИЯ В СМЕСИ ИДЕАЛЬНЫХ ГАЗОВ С УЧЕТОМ
ЗАВИСИМОСТИ КОЭФФИЦИЕНТА ДИФФУЗИИ ОТ ЭНТРОПИИ

СМЕШЕНИЯ

Н. Н. Гринчик, Г. М. Заяц

Проблеме диффузионного смешения газов посвящено большое количество работ, в
которых освещаются различные подходы к исследованию этой проблемы. В данной ра-
боте впервые предлагается метод моделирования диффузии в смеси идеальных газов с
использованием химического потенциала и энтропии смешения.

Известно, что для идеального газа его химический потенциал имеет вид

𝜇𝑖 = 𝑅𝑇 ln(𝑥𝑖) + 𝜇0(𝑇 ),

где 𝑥𝑖 – молярная концентрация 𝑖 -го компонента смеси, 𝑅 – газовая постоянная, 𝑇 –
температура, 𝜇0(𝑇 ) – стандартное состояние.

Предполагаем, что поток массы 𝑖 -го компонента определяется не только его гради-
ентом, но и степенью неупорядоченности смеси, то есть энтропией смешения

𝑞𝑖 = −𝐷𝑖Δ𝑆cm𝑥𝑖∇𝜇𝑖, (1)

где 𝐷𝑖 – определяемый экспериментально коэффициент диффузии 𝑖 -го компонента сме-
си; энтропия смешения Δ𝑆cm [1, стр.201]

Δ𝑆cm = −𝑅

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖

𝑣𝑖

)︃(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖ln(𝑥𝑖)

)︃
;

∇𝜇𝑖 = 𝑅ln(𝑥𝑖)∇𝑇 +
𝑅𝑇

𝑥𝑖
∇𝑥𝑖, (2)

𝑀𝑖 – масса, 𝑣𝑖 – молярная масса 𝑖 -го компонента смеси.
Полагаем, что смесь газов находится при невысоких давлениях и температурах, в

связи с этим ее стандартное состояние не изменяется. Поэтому в дальнейшем градиент
стандартного состояния ∇𝜇0(𝑇 ) не учитывается. Кроме того, мы не будем учитывать
градиенты давления, которые могут возникнуть при смешении легких и тяжелых ком-
понентов смесей газов.

Подставив равенство (2) в соотношение (1), получим выражение для потока массы в
единице объема 𝑖 -го компонента смеси

𝑞𝑖 = −𝐷𝑖Δ𝑆cm 𝑥𝑖𝑅

(︂
n(𝑥𝑖)∇𝑇 +

𝑇

𝑥𝑖
∇𝑥𝑖

)︂
. (3)

Введем эффективный коэффициент диффузии

𝐷𝑖,eff = 𝐷𝑖Δ𝑆cm𝑅 = 𝐷𝑖𝑅
2

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖

𝑣𝑖

)︃(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖ln(𝑥𝑖)

)︃
.




