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свойств. Во многих случаях не существует даже базы для построения таких методов.
В тех же случаях, когда они построены, они обычно не являются эффективными сред-
ствами решения задачи в силу чрезмерной сложности соответствующих уравнений.

Предлагаемый подход является альтернативой не только использованию закона Фи-
ка, но и энтропийным методам моделирования в химической технике, базирующимся на
законе сохранения информационной энтропии [2, 3].
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СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД ЧЕБЫШЁВА ДЛЯ РЕШЕНИЯ
ДВУМЕРНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ СО СМЕШАННЫМИ

ПРОИЗВОДНЫМИ

Дун Цзинхуэй

Рассмотрим задачу Дирихле для двумерного эллиптического уравнения в прямо-
угольной области:
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(𝑥, 𝑦) ∈ [−1, 1]× [−1, 1], 𝑢(±1, 𝑦) = 𝑢(𝑥,±1) = 0, (2)

где 𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦, 𝜎𝑥𝑦 = 𝜎𝑦𝑥 — компоненты тензора диффузии (проводимости).
На прямоугольной сетке внутренних узлов:
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, (3)

спектральный метод Чебышёва для задачи (1) – (2) приводит к системе линейных ал-
гебраических уравнений [1]:

𝐴𝑢 = 𝑓, (4)

матрица которой строится на основе матрицы спектрального дифференцирования Че-
бышёва 𝐷 ∈ 𝑅𝑁×𝑁 с учетом граничных условий (2):

𝐴 = 𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦 + 𝐴𝑥𝑦 + 𝐴𝑦𝑥

𝐴𝑥𝑥 = (𝐼 ⊗𝐷) · [𝑆𝑥𝑥 · (𝐼 ⊗𝐷)], 𝐴𝑦𝑦 = (𝐷 ⊗ 𝐼) · [𝑆𝑦𝑦 · (𝐷 ⊗ 𝐼)],

𝐴𝑦𝑥 = (𝐷 ⊗ 𝐼) · [𝑆𝑦𝑥 · (𝐼 ⊗𝐷)], 𝐴𝑥𝑦 = (𝐼 ⊗𝐷) · [𝑆𝑥𝑦 · (𝐷 ⊗ 𝐼)]. (5)

Здесь 𝑆𝑥𝑥 , 𝑆𝑥𝑦 и т.д. — диагональные матрицы соответствующих коэффициентов зада-
чи, ⊗ — символ кронекеровского произведения матриц, 𝐼 ∈ 𝑅𝑁×𝑁 — единичная матри-
ца.
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Для решения системы (4) использован стабилизированный метод би-сопряженных
градиентов (BICGSTAB) [2] с переобусловливателем произведения в виде диагональной
матрицы коэффициентов 𝐷𝜎 и разностного аналога оператора Лапласа —Λ , обрабаты-
ваемого с использованием метода переменных направлений [3 ,4]. Матрица 𝐴 ∈ 𝑅𝑁2×𝑁2 ,
согласно формуле (4), имеет полную структуру. Поэтому произведение данной матрицы
на вектор приближенного решения задачи 𝑢 ∈ 𝑅𝑁2×1 в итерационном алгоритме более
эффективно реализовать следующим образом:
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Здесь 𝐷 ∈ 𝑅(𝑁+2)×(𝑁+2) — матрица спектрального дифференцирования Чебышёва без
учета краевых условий, 𝑈 ∈ 𝑅(𝑁+2)×(𝑁+2) и 𝜎** ∈ 𝑅(𝑁+2)×(𝑁+2) — двумерные масси-
вы приближенного решения и соответствующих коэффициентов задачи на сетке, вклю-
чающей граничные точки, символ "× " использован для обозначения поэлементного
умножения массивов (матриц).

Переобусловливатель 𝐷𝜎 применяется к системной матрице 𝐴 до начала вычисле-
ний, а для обращения переобусловливателя Λ на каждой итерации воспользуемся ите-
рационным методом переменных направлений (МПН). Таким образом, для реализации
спектральной модели использованы два вложенных итерационных алгоритма. На веш-
нем цикле используется метод BICGSTAB, a на внутреннем - МПН. При этом, как было
показано ранее [3, 5], достаточно не более 5-6 итераций МПН с оптимальным набором
итерационных параметров для сходимости BICGSTAB с произвольной точностью.

Для исследования эффективности описанного выше метода была рассмотрена мо-
дельная задача вида (1)–(2) с коэффициентами

𝜎𝑥𝑥 = 𝜎𝑦𝑦 = exp(−𝛼(𝑥2 + 𝑦2), 𝜎𝑥𝑦 = 𝜎𝑦𝑥 = 𝜎𝑚𝑖𝑥(1− 𝑥2)(1− 𝑦2) (7)

и правой частью 𝑓(𝑥, 𝑦) такой, чтобы точное решение задачи (1) – (2) определялось
функцией 𝑢(𝑥, 𝑦) = (1− 𝑥2)(1− 𝑦2) exp(𝑥2 + 𝑦2) .

Как показали результаты численных экспериментов, при достижении относитель-
ной нормы невязки в итерационном методе BICGSTAB значения 10−9 относительная
погрешность приближенного решения не превосходила этого значения при количестве
узлов сетки в пределах от 𝑁 = 19 и выше. Графики зависимости количества итера-
ций метода BICGSTAB и относительных вычислительных затрат от количества узлов
прямоугольной сетки по каждому координатному направлению представлены на рис.
1. Из представленных результатов можно сделать вывод, что количество итераций не
зависит от размерности сетки. Вычислительную сложность одной итерации можно оце-
нить величиной 𝑄(𝑁) = 𝑂(𝑁3) , что соответствует умножению матриц в формулах (6).
Тем не менее, как следует из рис. 1, относительное время решения задачи из расчета на
один узел сетки остается практически неизменным в диапазоне 𝑁 = 125 ÷ 275 . Таким
образом, фактическая вычислительная сложность алгоритма близка к оптимальной.
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Рис. 1. Количество итераций и относительное время решения задачи при 𝜎𝑚𝑖𝑥 = 0 (без смешанных
производных) и 𝜎𝑚𝑖𝑥 = 0.8 .

Число итераций BICGSTAB и общие временные затраты при наличии смешанных
производных возрастают и при 𝜎𝑚𝑖𝑥 = 0.8 примерно в три раза превосходят данные
показатели в случае 𝜎𝑚𝑖𝑥 = 0 (см. рис.1.). Однако, качественные показатели эффектив-
ности алгоритма при наличии смешанных производных сохраняются и вычислительная
сложность остается близкой к оптимальной.

Замечание. Известно, что умножение матриц спектрального дифференцирования
Чебышёва на вектор можно оптимизировать с помощью алгоритма быстрого дискрет-
ного преобразования Фурье [1], понизив вычислительную сложность данной операции с
𝑄(𝑁) = 𝑂(𝑁2) до 𝑄(𝑁) = 𝑂(𝑁 · ln𝑁) . Однако, на практике данное преимущественно
может быть реализовано лишь при больших 𝑁 ≥ 1000 .
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