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МНОГОФАКТОРНЫЕ ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ,
УЧИТЫВАЮЩИЕ НЕЙТРАЛЬНЫЙ ПО ХИКСУ

НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ПРОГРЕСС

А.Ф. Проневич

Рассмотрим динамическую многофакторную производственную функцию (ПФ)

𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (1)

где 𝑦 — выпуск продукции, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – вектор затрат производственных ресурсов,
𝑡 — параметр времени из полуоткрытого числового луча R+ = [0; +∞), каждое значе-
ние которого выражает определенный уровень научно-технического прогресса (НТП), а
неотрицательная функция 𝑓 является дважды непрерывно дифференцируемой на мно-
жестве 𝐷 = 𝐺× R+, экономическая область 𝐺 ⊂ R𝑛

+ = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}.
Цель данной работы — предложить концепцию нейтральности по Хиксу в многофак-

торном случае (для случая 𝑛 = 2 см., например, [1, c. 121–122; 2 – 4]) и установить
аналитические виды динамических многофакторных ПФ, учитывающих нейтральный
по Хиксу НТП. Способ построения динамических ПФ основан на нахождении решений
дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка методом харак-
теристик. Статья продолжает исследования [3 – 6] по изучению аналитических форм
динамических ПФ, обладающих заданными экономико-математическими характеристи-
ками [7, с. 47–77]: средние и предельные производительности факторов производства,
эластичности по факторам производства, предельная норма технического замещения,
эластичность замещения.

Будем говорить, что НТП является нейтральным по Хиксу относительно факторов
производства 𝑥𝑖 и 𝑥𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑘 ⩽ 𝑛, если предельная норма техни-
ческого замещения MRTS𝑖𝑗(𝑓) фактора производства 𝑥𝑖 фактором 𝑥𝑗 не изменяется
с течением времени при фиксированном отношении рассматриваемых факторов произ-
водства, т.е.

MRTS𝑖𝑗(𝑓) =
𝜕𝑥𝑖
𝑓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝑗
𝑓(𝑥, 𝑡)

= const при
𝑥𝑗
𝑥𝑖

= const. (2)

Если условие нейтральности (2) выполняется при всех индексах 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, 𝑖 ̸=
𝑗, 𝑘 ⩽ 𝑛, то скажем, что НТП является нейтральным по Хиксу относительно факторов
производства 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, а при 𝑘 = 𝑛 — просто нейтральным по Хиксу.

Основные результаты работы выражают следующие утверждения.
Теорема 1. Динамическая многофакторная ПФ (1) учитывает нейтральный по

Хиксу относительно факторов производства 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑘 ⩽ 𝑛, НТП тогда и только
тогда, когда многофакторную ПФ (1) можно представить в одной из аналитических
форм

𝑓1(𝑥, 𝑡) = Φ
(︀
𝑥
𝛼1
1 · . . . · 𝑥𝛼𝑘

𝑘 , 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡
)︀

или

𝑓2(𝑥, 𝑡) = Φ
(︀
𝑎1𝑥

1−𝛾
1 + . . . + 𝑎𝑘𝑥

1−𝛾
𝑘 , 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡

)︀
, 𝛼𝑖, 𝑎𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝛾 ∈ R ∖ {1},

где Φ — произвольная неотрицательная непрерывно дифференцируемая функция.
Следствие 1. Для того, чтобы динамическая многофакторная ПФ (1) учитывала

нейтральный по Хиксу НТП необходимо и достаточно, чтобы она имела форму

𝑓1(𝑥, 𝑡) = Φ
(︀
𝑥
𝛼1
1 · . . . · 𝑥𝛼𝑛

𝑛 , 𝑡
)︀
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или

𝑓2(𝑥, 𝑡) = Φ
(︀
𝑎1𝑥

1−𝛾
1 + . . . + 𝑎𝑛𝑥

1−𝛾
𝑛 , 𝑡

)︀
, 𝛼𝑖, 𝑎𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝛾 ∈ R ∖ {1}.

Следствие 2. Однородная степени 𝑞 ∈ R ∖ {0} ПФ (1) учитывает нейтральный по
Хиксу НТП, если и только если она может быть представлена или в аналитической
форме

𝑓1(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑡)
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑥
𝛼𝑖
𝑖

или
𝑓2(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑡)

(︀
𝑎1𝑥

1−𝛾
1 + . . . + 𝑎𝑛𝑥

1−𝛾
𝑛

)︀𝑞/(1−𝛾)
,

где числа 𝛼𝑖, 𝑎𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝛼1+ . . . +𝛼𝑛 = 𝑞, 𝛾 ∈ R ∖ {1}, а строго возрастающая
функция 𝐴 такая, что 𝐴(0) = 1 есть индекс НТП.

Работа выполнена при поддержке ГПНИ «Общество и гуманитарная безопасность
белорусского государства» на 2021 – 2025 годы (НИР «Разработка и применение эко-
нометрических моделей развития малого и среднего предпринимательства в регио-
нах для анализа и прогнозирования производства и экспорта товаров и услуг, No. ГР
20211753»).
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О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ
ПОКАЗАТЕЛИ ЭФФЕКТИВНОСТИ СЕТЕВОЙ СТОХАСТИЧЕСКОЙ

МОДЕЛИ КОЛЛ-ЦЕНТРА

Т.В. Русилко, А.В. Паньков

Предметом математического исследования и моделирования в данной работе являет-
ся колл-центр, который принимает входящие звонки, инициированные клиентами, нуж-
дающимися в информационной поддержке. Естественной является ситуация, когда кли-
ент колл-центра, получающий сигнал «занято», повторяет вызов до тех пор, пока не
будет установлено требуемое соединение. В результате поток звонков, циркулирующих в
колл-центре, состоит из потока первичных звонков и потока повторных вызовов. Кроме
того, следует принимать во внимание поток нетерпеливых клиентов, которые считают,




