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УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛОЖЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ В МОДЕЛИ
«ХИЩНИК-ЖЕРТВА» С ДВУМЯ ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ

М.А. Скворцова

Рассматривается система дифференциальных уравнений с двумя запаздываниями,
описывающая взаимодействие популяций хищников и жертв [1]⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝑟𝑥(𝑡− 𝜏1)𝑒

−𝑐1𝜏1 − 𝑎𝑥2(𝑡)− 𝑑1𝑥(𝑡)− 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),

𝑑

𝑑𝑡
𝑢(𝑡) = 𝑟𝑥(𝑡)− 𝑟𝑥(𝑡− 𝜏1)𝑒

−𝑐1𝜏1 − 𝑐1𝑢(𝑡),

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝑛𝑓(𝑥(𝑡− 𝜏2), 𝑦(𝑡− 𝜏2))𝑒

−𝑐2𝜏2 − 𝑑2𝑦(𝑡),

𝑑

𝑑𝑡
𝑣(𝑡) = 𝑛𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))− 𝑛𝑓(𝑥(𝑡− 𝜏2), 𝑦(𝑡− 𝜏2))𝑒

−𝑐2𝜏2 − 𝑐2𝑣(𝑡),

(1)

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑏𝑥𝑦

1 + 𝑘1𝑥+ 𝑘2𝑦
, 𝑏 > 0, 𝑘1, 𝑘2 ≥ 0.

Здесь 𝑥(𝑡) — численность популяции взрослых жертв, 𝑢(𝑡) — численность популяции
молодых жертв, 𝑦(𝑡) — численность популяции взрослых хищников, 𝑣(𝑡) — численность
популяции молодых хищников. Параметры запаздывания 𝜏1 > 0 и 𝜏2 > 0 отвечают за
время взросления жертв и хищников соответственно. Коэффициенты системы предпо-
лагаются положительными.

В работе изучается асимптотическая устойчивость положений равновесия системы
(1), соответствующих трем случаям: полному вымиранию популяций, вымиранию толь-
ко популяции хищников, совместному сосуществованию популяций хищников и жертв.
Приведены условия на коэффициенты системы, при которых положения равновесия яв-
ляются асимптотически устойчивыми. Указаны оценки на области притяжения положе-
ний равновесия. Установлены оценки, характеризующие скорость стабилизации решений
на бесконечности. При получении результатов использовались функционалы Ляпунова –
Красовского специального вида [2].

Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики
им. С.Л. Соболева СО РАН (проект № FWNF-2022-0008).
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ДОХОДОВ НМ-СЕТИ С ОГРАНИЧЕННЫМ
ВРЕМЕНЕМ ОЖИДАНИЯ РАЗНОТИПНЫХ ЗАЯВОК И

НЕНАДЕЖНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ

С.Э. Статкевич

Использование на практике сетей массового обслуживания (МО) довольно широко.
Они применяются при моделировании объектов беспроводной локальной сети, различ-
ных систем документооборота, информационно-телекоммуникационных систем и сетей
и др. В работах [1,2], в частности, показано, что из себя представляют системы МО и
заявки. Описываются и другие элементы сетей МО.

НМ-сети с доходами являются расширением понятия сетей МО. В таких сетях заяв-
ка при переходе из одной системы массового обслуживания (СМО) в другую приносит
последней некоторый доход, а доход первой СМО соответственно уменьшается на эту
величину. Результаты исследования НМ-сетей с похожими особенностями представлены
в работах [3,4].

Рассмотрим открытую экспоненциальную сеть МО с разнотипными заявками, кото-
рая состоит из 𝑛 СМО 𝑆1, . . . 𝑆𝑛 . В сеть поступает простейший поток заявок из внеш-
ней среды (системы 𝑆0 ) с интенсивностью 𝜆 . Заявки подразделены на 𝑟 типов. Пусть
𝑚𝑖− количество линий обслуживания в 𝑖− й СМО, 𝑖 = 1, 𝑛 . Если поступившая в 𝑆𝑖

заявка типа 𝑐 находит хотя бы одну исправную линию обслуживания свободной от дру-
гих заявок, то она немедленно начинает обслуживаться, 𝑐 = 1, 𝑟 . Время обслуживания
является показательной случайной величиной со средним 𝜇−1

𝑖𝑐 . Через 𝑝𝑖𝑐𝑗𝑠 обозначим ве-
роятность того, что заявка типа 𝑐 после обслуживания в системе 𝑆𝑖 поступит в систему
𝑆𝑗 как заявка типа 𝑠 (тем самым предполагаем, что при переходе между системами
сети заявки могут менять свой тип.), 𝑖, 𝑗 = 0, 𝑛 , 𝑐, 𝑠 = 1, 𝑟 .

Длительность пребывания заявки типа 𝑐 в очереди системы 𝑆𝑖 также является по-
казательной случайной величиной со средним 𝜃−1

𝑖𝑐 , 𝑖 = 1, 𝑛 , 𝑐 = 1, 𝑟 , и не зависит от
других факторов, например от времени пребывания в очереди других заявок. Заявка,
время ожидания которой в очереди 𝑆𝑖 истекло, переходит в систему 𝑆𝑗 с вероятностью
𝑞𝑖𝑐𝑗𝑠 . Матрицы 𝑃 = ‖𝑝𝑖𝑐𝑗𝑠‖(𝑛+1)×𝑛 и 𝑄 = ‖𝑞𝑖𝑐𝑗𝑠‖𝑛×(𝑛+1) , 𝑐 = 1, 𝑟 , являются матрицами
переходов неприводимых марковских цепей.

Cчитаем, что линии обслуживания системы 𝑆0 абсолютно надежны, а в других си-
стемах сети могут подвергаться случайным поломкам. После поломки линия немедленно
начинает восстанавливаться. Время восстановления имеет показательную функцию рас-
предления с параметром 𝛾𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛 .

В результате получены неоднородные ОДУ, позволяющие прогнозировать ожидае-
мый доход 𝑖− й системы МО в которой циркулируют разнотипные заявки

𝑑𝑣𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= −

(︁ 𝑟∑︁
𝑐,𝑠=1

𝜇𝑖𝑐 min(𝑁𝑖𝑐(𝑡), 𝑑𝑖(𝑡))
𝑛∑︁

𝑗=0
(𝑗 ̸=𝑖)

𝑏𝑖𝑐𝑗𝑠𝑝𝑖𝑐𝑗𝑠+




