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РEШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ДВУМЕРНЫХ НЕРЕГУЛЯРНЫХ

ОБЛАСТЯХ

М.М. Чуйко, О.М. Королёва

Рассмотрим уравнение теплопроводности, заданное в нерегулярной односвязной дву-
мерной области Ω𝑥𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡), (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ Ω𝑥𝑦 × [0, 𝑇 ], (1)

с начальными условиями
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢0(𝑥, 𝑦) (2)

и смешанными граничными условиями первого и второго рода

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒⃒
Γ1

= 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡), Γ1 ∈ 𝜕Ω𝑥𝑦,
𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
Γ2

= 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑡), Γ2 = 𝜕Ω𝑥𝑦 − Γ1, (3)

где 𝜕Ω𝑥𝑦 – граница области Ω𝑥𝑦 , 𝑛 – внешняя нормаль к границе.
При решении задач в сложных областях используются обобщенные криволинейные

координаты [1]. Пусть преобразование 𝜉 = 𝜉(𝑥, 𝑦) , 𝜂 = 𝜂(𝑥, 𝑦) отображает область Ω𝑥𝑦 в
прямоугольник Ω𝜉𝜂 = {(𝜉, 𝜂) : 0 ≤ 𝜉, 𝜂 ≤ 1} . В пространстве обобщенных криволинейных
координат (𝜉, 𝜂) задача (1) – (3) имеет следующий вид

|𝐽−1|𝜕𝑢
𝜕𝑡

=
𝜕

𝜕𝜉

(︂
𝐵11

𝜕𝑢

𝜕𝜉
+𝐵12

𝜕𝑢

𝜕𝜂

)︂
+

𝜕

𝜕𝜂

(︂
𝐵21

𝜕𝑢

𝜕𝜉
+𝐵22

𝜕𝑢

𝜕𝜂

)︂
+ |𝐽−1|𝑓(𝜉, 𝜂, 𝑡), (𝜉, 𝜂) ∈ Ω𝜉𝜂,

(4)

𝑢(𝜉, 𝜂, 0) = 𝑢̃0(𝜉, 𝜂),

𝑢(𝜉, 𝜂, 𝑡) = 𝑢̃0(𝜉, 𝜂, 𝑡), (𝜉, 𝜂) ∈ Γ1,𝜉𝜂, (5)

𝐵11
𝜕𝑢

𝜕𝜉
+𝐵12

𝜕𝑢

𝜕𝜂
= 𝑔

1/2
22 𝜇̃(𝜉, 𝜂, 𝑡), (𝜉, 𝜂) ∈ Γ2,𝜉𝜂, 𝜉 = const, (6)

𝐵21
𝜕𝑢

𝜕𝜉
+𝐵22

𝜕𝑢

𝜕𝜂
= 𝑔

1/2
11 𝜇̃(𝜉, 𝜂, 𝑡), (𝜉, 𝜂) ∈ Γ2,𝜉𝜂, 𝜂 = const, (7)

где
𝐵11 =

𝑔22
|𝐽−1|

, 𝐵12 = 𝐵21 = − 𝑔12
|𝐽−1|

, 𝐵22 =
𝑔11
|𝐽−1|

,

𝑔11 =

(︂
𝜕𝑥

𝜕𝜉

)︂2

+

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝜉

)︂2

, 𝑔12 =

(︂
𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂
+
𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂

)︂
, 𝑔22 =

(︂
𝜕𝑥

𝜕𝜂

)︂2

+

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝜂

)︂2

,

|𝐽−1| = 𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂
− 𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜉
.

Здесь |𝐽−1| – якобиан обратного преобразования 𝑥 = 𝑥(𝜉, 𝜂) , 𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂) , 𝐵11, 𝐵12, 𝐵22

– метрические коэффициенты.
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На дискретном уровне построение отображения Ω𝑥𝑦 в Ω𝜉𝜂 представляет собой ге-
нерацию регулярной (четырехугольной) сетки 𝑁 ×𝑀 в области Ω𝑥𝑦 . На равномерной
прямоугольной разностной сетке 𝜔̄ = 𝜔̄ℎ × 𝜔̄𝜏 , введенной в области Ω𝜉𝜂 × [0, 𝑇 ]

𝜔̄ℎ = {(𝜉𝑖, 𝜂𝑗), 𝜉𝑖 = 𝑖ℎ1, 𝑖 = 0, 𝑁, 𝜉𝑁 = 1, 𝜂𝑗 = 𝑖ℎ2, 𝑗 = 0,𝑀, 𝜂𝑀 = 1},

𝜔̄𝜏 = {𝑡𝑛, 𝑡𝑛 = 𝑛𝜏, 𝑛 = 0, 𝑁0, 𝑡𝑁0 = 𝑇}
аппроксимируем (4) разностной схемой с весами

|𝐽−1|𝑢𝑡 =
(︁ 2∑︁

𝛼𝛽

Λ𝛼𝛽𝑢+ |𝐽−1|𝑓
)︁(𝜎)

.

Используем следующие монотонные аппроксимации второго порядка эллиптического
оператора со смешанными производными [2]

Λ11𝑢 =
(︀
𝛽11𝑢𝜉

)︀
𝜉
, Λ22𝑢 =

(︀
𝛽22𝑢𝜂

)︀
𝜂
,

Λ12𝑢 =
1

2

(︁(︀
𝛽−
12𝑢𝜂

)︀
𝜉
+
(︀
𝛽−
12𝑢𝜂

)︀
𝜉
+
(︀
𝛽+
12𝑢𝜂

)︀
𝜉
+
(︀
𝛽+
12𝑢𝜂

)︀
𝜉

)︁
,

Λ21𝑢 =
1

2

(︁(︀
𝛽−
21𝑢𝜉

)︀
𝜂
+
(︀
𝛽−
21𝑢𝜉

)︀
𝜂
+
(︀
𝛽+
21𝑢𝜉

)︀
𝜂
+
(︀
𝛽+
21𝑢𝜉

)︀
𝜂

)︁
.

Метрические коэффициенты 𝛽𝑘𝑙, 𝑘, 𝑙 = 1, 2 определяются по координатам узлов (𝑥, 𝑦)𝑖𝑗
разностной сетки, построенной в области Ω𝜉𝜂 с использованием центральных разностей
для аппроксимации соответствующих производных.

В граничных узлах Γ1,𝜉𝜂 краевые условия аппроксимируются точно. Для повыше-
ния порядка аппроксимации краевых условий второго рода на границе Γ2,𝜉𝜂 будем при-
влекать исходное дифференциальное уравнение. Аппроксимируем левую часть (7) на
границе 𝜂 = 0 следующим образом(︁

𝛽21𝑢̂∘
𝜉
+ 𝛽22𝑢̂𝜂

)︁
𝑖,0

=

(︂
𝐵21

𝜕𝑢

𝜕𝜉
+𝐵22

𝜕𝑢

𝜕𝜂
+
ℎ2
2
𝐵22

𝜕2𝑢

𝜕𝜂2

)︂𝑛+1

𝑖,0

+𝑂
(︀
ℎ21 + ℎ22

)︀
. (8)

Выражаем 𝐵22
𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
из уравнения (4), подставляем в (8) и аппроксимируем производные

на границе 𝜂 = 0 . Получим

1

2

(︁
𝛽+
21,𝑖,1/2

(︀
𝑢̂𝜉,𝑖,1 + 𝑢̂𝜉,𝑖,1

)︀
+ 𝛽−

21,𝑖,1/2

(︀
𝑢̂𝜉,𝑖,1 + 𝑢̂𝜉,𝑖,1

)︀)︁
+ 𝛽22,𝑖,1/2𝑢̂𝜂,𝑖,0+

+
ℎ2
2

(︂(︀
𝛽11,𝑖−1/2,1𝑢̂𝜉

)︀
𝜉
+
(︀
𝛽+
12𝑢̂𝜂

)︀
𝜉
+
(︀
𝛽−
12𝑢̂𝜂

)︀
𝜉
− |𝐽−1|

𝜏
𝑢̂

)︂
𝑖,0

=

= −
(︂
𝜇𝑔

1/2
11 +

ℎ2
2

|𝐽−1|
𝜏

(︁
𝑢+ 𝜏 ^̃𝑓

)︁)︂
𝑖,0

.

Аналогичным образом строятся аппроксимации краевых условий второго рода для
других участков границы Γ2,𝜉𝜂 .

Проведен ряд численных экспериментов. Полученные системы девятиточечных раз-
ностных уравнений решались с помощью метода MSIM [3]. Результаты численных экс-
периментов подтверждают второй порядок 𝑂(𝜏 2 + |ℎ|2) точности алгоритма решения
смешанной краевой задачи для уравнения теплопроводности.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ ВНУТРИ
БЕСКОНЕЧНОГО ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ЭКРАНА В ПРИСУТСТВИИ

ТОРА

Г.Ч. Шушкевич

Универсальными методами расчета электростатических, магнитных и электромаг-
нитных полей являются численные методы: метод конечных разностей, метод конечных
элементов, метод интегральных уравнений. Однако актуальность разработки новых ана-
литических и численно-аналитических методов решения краевых задач математической
физики не уменьшилась и в наши дни. Эти методы остаются, по-прежнему, основны-
ми средствами решения фундаментальных проблем, создают основу для тестирования
решения краевых задач, полученных численными методами. Метод разделения пере-
менных, аппарат функций комплексного переменного наиболее часто используются для
аналитического решения граничных задач математической физики [1,2]. Обобщением
метода разделения переменных для решения граничных задач со смешанными гранич-
ными условиями является метод парных (тройных) уравнений, который позволяет свести
решение поставленной граничной задачи к решению интегрального уравнения Фредголь-
ма второго рода, которое обычно не имеет аналитического решения в замкнутой форме,
либо к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений второго рода. Этот
метод применялся для решения электростатических задач для одиночных тонких неза-
мкнутых оболочек [3-5]. При решении граничных задач математической физики для
многосвязных областей успешно применялся метод теорем сложения [6,7]. Совместное
использование теорем сложения и парных (тройных) уравнений позволило найти ана-
литическое решение поставленных задач в виде ряда по малому параметру для двух и
более проводников, представляющих собой как полные, так и неполные координатные
поверхности [8,9].

Пусть однородное, изотропное пространство 𝑅3 с диэлектрической проницаемостью
среды 𝜀 разделено бесконечным круговым цилиндрическим экраном Γ радиуса 𝑏 на
два полупространства 𝐷1 и 𝐷2 . В полупространстве 𝐷1 на оси цилиндрического экрана
Γ расположен тороидальный экран 𝑇 с малым радиусом 𝑟 и большим 𝑅 .

В области 𝐷1 на плоскости 𝑧 = −ℎ находится заряженная нить, расположенная на
окружности радиуса 𝑑 . Полагаем, что заряд 𝑞 равномерно распределен по окружности,
тогда линейная плотность зарядов 𝜏 = 𝑞/2𝜋 𝑑 . В результате взаимодействия первичного
электростатического поля с экранами Г и 𝑇 образуется вторичное поле. Обозначим
потенциал вторичного поля в области 𝐷1 через 𝑈1 , а исходного электростатического
поля – 𝑈0 .

Постановка задачи. Требуется найти вторичный потенциал 𝑈1, который удовлетво-
ряет уравнению Лапласа

𝜕2

𝜕 𝑥2
𝑈1 +

𝜕2

𝜕 𝑦2
𝑈1 +

𝜕2

𝜕 𝑧2
𝑈1 = 0, (1)




