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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ ВНУТРИ
БЕСКОНЕЧНОГО ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ЭКРАНА В ПРИСУТСТВИИ

ТОРА

Г.Ч. Шушкевич

Универсальными методами расчета электростатических, магнитных и электромаг-
нитных полей являются численные методы: метод конечных разностей, метод конечных
элементов, метод интегральных уравнений. Однако актуальность разработки новых ана-
литических и численно-аналитических методов решения краевых задач математической
физики не уменьшилась и в наши дни. Эти методы остаются, по-прежнему, основны-
ми средствами решения фундаментальных проблем, создают основу для тестирования
решения краевых задач, полученных численными методами. Метод разделения пере-
менных, аппарат функций комплексного переменного наиболее часто используются для
аналитического решения граничных задач математической физики [1,2]. Обобщением
метода разделения переменных для решения граничных задач со смешанными гранич-
ными условиями является метод парных (тройных) уравнений, который позволяет свести
решение поставленной граничной задачи к решению интегрального уравнения Фредголь-
ма второго рода, которое обычно не имеет аналитического решения в замкнутой форме,
либо к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений второго рода. Этот
метод применялся для решения электростатических задач для одиночных тонких неза-
мкнутых оболочек [3-5]. При решении граничных задач математической физики для
многосвязных областей успешно применялся метод теорем сложения [6,7]. Совместное
использование теорем сложения и парных (тройных) уравнений позволило найти ана-
литическое решение поставленных задач в виде ряда по малому параметру для двух и
более проводников, представляющих собой как полные, так и неполные координатные
поверхности [8,9].

Пусть однородное, изотропное пространство 𝑅3 с диэлектрической проницаемостью
среды 𝜀 разделено бесконечным круговым цилиндрическим экраном Γ радиуса 𝑏 на
два полупространства 𝐷1 и 𝐷2 . В полупространстве 𝐷1 на оси цилиндрического экрана
Γ расположен тороидальный экран 𝑇 с малым радиусом 𝑟 и большим 𝑅 .

В области 𝐷1 на плоскости 𝑧 = −ℎ находится заряженная нить, расположенная на
окружности радиуса 𝑑 . Полагаем, что заряд 𝑞 равномерно распределен по окружности,
тогда линейная плотность зарядов 𝜏 = 𝑞/2𝜋 𝑑 . В результате взаимодействия первичного
электростатического поля с экранами Г и 𝑇 образуется вторичное поле. Обозначим
потенциал вторичного поля в области 𝐷1 через 𝑈1 , а исходного электростатического
поля – 𝑈0 .

Постановка задачи. Требуется найти вторичный потенциал 𝑈1, который удовлетво-
ряет уравнению Лапласа
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граничным условиям

(𝑈1(𝑀) + 𝑈0(𝑀))|𝑀 ∈T = 𝑉 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (𝑈1(𝑀) + 𝑈0(𝑀))|𝑀 ∈Γ = 0 (2)

и условию на бесконечности

𝑈1(𝑀) → 0 , 𝑀 → ∞, (3)

где 𝑀 – произвольная точка области 𝐷1 .
Потенциал 𝑈0 исходного электростатического поля можно представить через сфери-

ческие гармонические функции [4]

𝑈0 (𝑟, 𝜃) = 𝑄

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛

(︂
ℓ

𝑟

)︂𝑛+1

𝑃𝑛 (cos 𝜃) , 𝑟 > ℓ,

где 𝑄 = 𝑞/4𝜋𝜀ℓ, 𝑎𝑛 = (−1)𝑛 𝑃𝑛 (cos 𝜃0) , ℓ =
√︀
ℎ2 + 𝑑2, cos 𝜃0 = ℎ/ℓ , 𝑃𝑛(cos 𝜃) –

полиномы Лежандра [2], физическая размерность коэффициента Q – [B](система единиц
СИ).

Вторичный потенциал представим в виде суперпозиции цилиндрических и тороидаль-
ных гармонических функций

𝑈1 = 𝑈𝑡(𝛼, 𝛽) + 𝑈𝑐(𝜌, 𝑧) ,

𝑈𝑡(𝛼, 𝛽) =
√︀
2(𝑐ℎ𝛼− cos 𝛽) 𝑄
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𝑋𝑛𝑃𝑛 − 1
2
(𝑐ℎ𝛼) 𝑒𝑖 𝑛 𝛽,

𝑈𝑐(𝜌, 𝑧) = 𝑄

∞∫︁
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𝑍(𝜆) 𝐼0(𝜆𝜌) 𝑒
𝑖 𝜆𝑧𝑑𝜆,

где 𝑃𝑛 − 1
2
(𝑐ℎ𝛼) – функция тора, 𝐼0(𝜆𝜌) – модифицированная функция Бесселя первого

рода [30].
Неизвестные коэффициенты 𝑋𝑛 и функция 𝑍(𝜆) подлежат определению из гранич-

ных условий (2),(3).
Используя соответствующие теоремы сложения, показано, что решение поставлен-

ной граничной задачи сведено к решению бесконечной системы линейных алгебраиче-
ских уравнений второго рода относительно коэффициентов, входящих в представление
вторичного поля. Численно исследовано влияние некоторых параметров задачи на зна-
чение электростатического потенциала внутри заземленного цилиндрического экрана в
присутствии тороидального включения. Полученные результаты могут быть использова-
ны при проектировании различных электрофизических устройств, в котором возникает
необходимость моделирования электростатического поля для заряженных тел различной
конфигурации.

Работа выполнена при финансовой поддержке государственной программы научных
исследований "Ковергенция - 2025"(подпрограмма "Математические модели и методы").
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GEODESICS OF RIEMANNIAN METRICS RELATED TO THE
NAVIE–STOKES EQUATIONS AND THEIR APPLICATIONS

Valery Dryuma

1.The 14𝐷 Riemann -metric in local coordinates �⃗� = [𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝜂, 𝜌,𝑚, 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑝, 𝜉, 𝜒, 𝑛]

𝑑𝑠2 = 2𝑑𝑥 𝑑𝑢+ 2𝑑𝑦 𝑑𝑣 + 2𝑑𝑧 𝑑𝑤 + (−𝑈𝑢− 𝑉 𝑣 −𝑊𝑤) 𝑑𝑡2 + 2𝑑𝑡 𝑑𝑝+

+𝐴𝑑𝜂2 + 2𝑑𝜂 𝑑𝜉 +𝐵𝑑𝜌2 + 2𝑑𝜌 𝑑𝜒+ 𝐶𝑑𝑚2 + 2𝑑𝑚𝑑𝑛,

where
𝐴 = (−𝑈𝑊 + 𝜇𝑈𝑥)𝑤 + (−𝑈𝑉 + 𝜇𝑈𝑦) 𝑣 +

(︀
−𝑈2 − 𝑃 + 𝜇𝑈𝑥

)︀
𝑢− 𝑈𝑝,

𝐵 = (𝜇𝑉𝑧 − 𝑉𝑊 )𝑤 + (−𝑉 2 − 𝑃 + 𝜇𝑉𝑦)𝑣 + (−𝑈𝑉 + 𝜇𝑉𝑥)𝑢− 𝑉 𝑝,

𝐶 = (𝜇𝑊𝑧 − (𝑊 2 − 𝑃 )𝑤 + (𝜇𝑊𝑦 − 𝑉𝑊 )𝑣, (−𝑈𝑊 + 𝜇𝑊𝑥)𝑢−𝑊𝑝,

(𝑈, 𝑉,𝑊 ) , 𝑃 – the components of velocity and pressure of liquid, has the Ricci-tensor of the
form 𝑅44 = 𝑈𝑥 + 𝑉𝑦 +𝑊𝑧 = 0, 𝑅55 = 0, 𝑅66 = 0, 𝑅77 = 0 on solutions of Navier-Stokes
system of equations

𝜕

𝜕𝑡
�⃗� +

(︁
�⃗� · ∇⃗

)︁
�⃗� − 𝜇Δ�⃗� + ∇⃗𝑃 = 0, ∇⃗ · �⃗� = 0.

It belongs to the class of Riemann extensions of affinnely-connected spaces, are equipped by
partially-projective metrics due the conditions to part of coordinates

𝜂 = 0, 𝜌 = 0, �̈�, 𝜉 = 0, �̈� = 0, �̈� = 0

and the remaining geodesic equations have the form

�̈�𝑘 + Γ𝑘
𝑖𝑗�̇�

𝑖�̇�𝑗 = 0, Ψ̈𝑘 + 𝑇 𝑖
𝑘Ψ𝑖 = 0,

where 𝑥 = (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) -the Euler coordinates, Ψ𝑘 = (𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑝) -the Lagrange coordinates.
2. The four-dimensional metric

ds2 = (2 𝑧a3 (𝑥, 𝑦)− 2 𝑡a4 (𝑥, 𝑦)) 𝑑𝑥
2 + 2 (2 𝑧a2 (𝑥, 𝑦)− 2 𝑡a3 (𝑥, 𝑦)) 𝑑𝑥𝑑𝑦 + 2 𝑑𝑥𝑑𝑧+

+(2 𝑧a1 (𝑥, 𝑦)− 2 𝑡a2 (𝑥, 𝑦)) 𝑑𝑦
2 + 2 𝑑𝑦𝑑𝑡,




