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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В . Н . Л А П Т И Н С К И Й 

Исследование задачи об ограниченных решениях дифференциальных уравнений представляет интерес как 
для теории дифференциальных уравнений [1, 2 ] , так и в связи с рядом конкретных задач [3, 4]. 

В настоящей работе на основе подхода [5] изучен вопрос существования и построения ограниченных на 
полуоси J = [0, оо) решений уравнения 

dy/dt = p(t)ym + q(t), (1) 

где т — целое число (т > 1) , p(t), q(t) — непрерывные и ограниченные в J функции, подчиненные 
условиям 

оо е 

я = j \р(т)\dr < оо, b = sup \q(t)\ < оо, q(i) = j q(r) dr. 
0 ~ 0 

Будем исследовать задачу Коши для уравнения (1 ) с условием 

3,(0) = Л. (2) 

Примем следующие обозначения: <р(/э, е) = apm - р + £ -f 6 , Р = ( l /mo) 1 ^ 1 7 1 " 1 ^ , \\у\\с = sup |з/(*)| , где 
t>o 

е = |А|, С — банахово пространство С[0, оо) функций, непрерывных и ограниченных на полуоси. 
Иными словами, исследуется нелинейное асимптотическое равновесие в случае уравнения ( 1 ) . 
Т е о р е м а . Пусть выполнено условие 

* О М ) < 0 . (3) 
Тогда решения уравнения (1) с начальными значениями, принадлежащими области 

\\\<Р-аГ-Ъ, (4) 
существуют и ограничены на полуоси [0, оо) и могут быть представлены как предел равномерно сходящейся 
последовательности ограниченных функций. Эти решения принадлежат области \у\ < р , где 

Pi(e)<P<0, (5) 

Pi(e) — положительный корень уравнения <р(р}е) = 0 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства теоремы применим конструктивный способ [5] , вытекающий из 

принципа сжатых отображений [6]. 
Вместо задачи ( 1 ) , ( 2 ) рассмотрим эквивалентное интегральное уравнение 

y(t) = X + j p(T)ym(r)dr + q(t). (6) 

Будем исследовать разрешимость этого уравнения в пространстве С[0, оо). Сходимость последовательности в 
С[0, оо) означает равномерную сходимость на полуоси [0, оо) . Для отыскания требуемых решений используем 
алгоритм 

t 

»*(*) = А + J p(r)yT-dr)dr + q(t), (7) 
О 

где к = 1, 2 , . . . , з / о = 0 . 
Рассмотрим уравнение 

¥>0м) = 0. ( 8 ) 
Из соотношения <р(0,£) > 0 и условия (3), которое определяет неравенство ^>(/?,е) < 0 , следует, что для 
значений А, принадлежащих области (4), уравнение (8) имеет решения на интервале (0 , /3). 

На промежутке [ 0 , # ) справедливо неравенство d<p(p,e)/dp = тарт"1 - 1 < 0 . Поскольку функция <р(р,е) 
непрерывна на отрезке [ 0 , / ? ] , то уравнение (8) имеет на этом отрезке единственное решение р\ = рг(е). 
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Из соотношения 
р 

<р(Р)е) = J (mas™"1 - I) da 

p\ 

видно, что для значений А , р, принадлежащих (4), (5), выполняются неравенства 

арт + е + Ь < р, (9) 

map"1"1 < 1, (Ю) 
являющиеся условиями принципа сжатых отображений, примененного к интегральному уравнению (б). 

Используя условие (9), можно показать, что функции yk(t), к = 1, 2 , п р и н а д л е ж а т замкнутому ша
ру ||у||с < Р пространства С[0, оо) . Докажем равномерную относительно t £ J сходимость построенной 
последовательности функций. Исходя из (7), получим 

t 

Vk+i (t)-yk(t) = J * » ( г ) ( » Г ( г ) - » Г _ , ( т ) ) dr. (H) 

О 
На основе формулы Адамара имеем равенство 

1 
У? ~ УГ-I = rn J(Vk-i + р(ук -ук-1))т~^и(ук - s f f c - i ) , (12) 

о 
с помощью которого произведем оценки по норме в (11). Тогда получим 

||lf*+i - Ук\\с < г\\ук - !ffc-.i||c, (13) 

где г = тар™"1 , причем условие (10) обеспечивает сжимаемость на данном множестве интегрального опера
тора в (6). 

Далее нетрудно доказать, что последовательность функций yk(t), Лг = 1 , 2 , . . . , равномерно сходится к 
функции y(t) , принадлежащей шару ||у||с < Р и являющейся решением интегрального уравнения (6). Бы
строта сходимости последовательности {yk(t)}j° к решению характеризуется неравенством \\у — ук\\с < 
<(гк/0-т))\\У1 - * > | | с , к = 1,2,.. . 

Применяя (13), можно получить коэффициентную равномерную оценку решения \\у\\с < М , где 
М = (|А| + 6 ) / ( 1 - г ) > р г ( е ) . 

З а м е ч а н и е 1 . С помощью условий (9), (10) можно показать, что оценка области начальных значений 
решений класса С[0, оо) уравнения (6) имеет вид |Л| < р - арт — 6, где Pi(0) < р < @ . 

З а м е ч а н и е 2. Анализ приемов получения соотношений (9), (10) показывает, что используемый подход 
может быть применен для исследования нелинейного асимптотического равновесия некоторых существенно не
линейных систем, например, систем с аналитическими по пространственным переменным правыми частями. 
Абстрактным вариантом этих задач являются операторные уравнения [6]. 
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