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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ 

В . Н . ЛАПТИНСКИЙ 

В данной работе развит способ исследования поведения на полуоси J = [0, оо) решений дифференциаль­
ных уравнений, изложенный в [1]. Изучен вопрос существования и построения ограниченных в J решений 
существенно нелинейной системы вида 

dy/dt = f(t,y), УеЖп, (1) 

t 
где / € C ( 0 ) 1 ) ( J x D , l n ) ; D = {у € Жп : ||у|| < 0 < 6 < оо. Пусть 6 = s u p | | / / ( г , 0)<*г|| < оо; для матрицы 

t>0 о 
df(t,y)/dy имеет место оценка 

l |3/( t ,3,) /a» | |< 7 ( t , |MI), (2) 

где 7(t } s) — неубывающая по з функция класса C(J х [0,£)), 7 ( ^ 0 ) = °; 

a ( a ) s У 7 ( < , * ) Л < о о VsG[0 ,6) , (3) 

о 
причем несобственный интеграл в (3) сходится равномерно по з 6 [0, р] €Е (0, 6). 

Будем исследовать задачу Коши для системы (1) с условием 

2,(0) = А. (4) 

Р 
Примем следующие обозначения: е = jjA||, <р(р,е)~ f(a(3)~-l)ds + e + b, \\у\\с = sup где С —банахово 

о ' *>о 
пространство С[0, оо) вектор-функций, непрерывных и ограниченных на полуоси. 

Теорема [2]. Пусть уравнение а(з) — 1 = 0 имеет на промежутке (0,£) решение р* и выполнено 
неравенство 

tp(p\0)<0. (5) 

Тогда решения системы (1) с начальными значениями, принадлежащими области 

р* 
||А|| < j{\-a{a))ds-b=-v{p\<i), (6) 

О 

существуют и ограничены на полуоси [0,оо) и могут быть представлены как предел равномерно сходящейся 
последовательности ограниченных функций. Эти решения принадлежат области значений \\у\\ < р , где 

Pi{e)<P<P*, (7) 

pi(e) —- положительный корень уравнения <^(р, е) = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим конструктивный способ [1], вытекающий из принципа сжатых отображений 

[3]. Вместо задачи (1), (4) рассмотрим эквивалентное векторное интегральное уравнение 

t 

y(t) = \ +J f(r,y(r))dr. (8) 
О 

Будем исследовать разрешимость этого уравнения в пространстве С[0, оо). Сходимость последовательности в 
С[0,оо) означает равномерную сходимость на полуоси [0, оо). 
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На основании формулы Адамара имеем 

0 0 

Используя (2), выполним оценки но норме в (9): 

1 

| | / ( r , » ) - / ( r , 0 ) | | < j\\df{T^y)\\M\y\\< J 1{т,чЬ\ШЫ\< J*t{r,w)dvP= jf{r,s)ds. (11) 
О О 0 0 

Используя (3), (11), для всякой вектор-функции x(i) пространства С[0,оо), принадлежащей замкнутому 
шару ||ж||с < Р) из (10) получим 

t b p оо р 

1А + J f(r,0)dr + У ( / ( г , * ( г ) ) - / ( г , 0 ) ) < * г | | <£+\\J f(r,0)dr\\+ j dr J -y(r, s)ds < e +b + J dr j 7(r,s)rfs--= 

0 0 0 0 0 О С 
p oo p 

— J ds J *у(Г) 5)Й(г = g -f 6 4- У a(s)^5. 
0 0 0 

Отсюда следует оценка ||Л -f / / ( т , x(r))dr^c < / af(s)ds -f e -f 6. 
о 0 

Рассмотрим уравнение 

¥>(p,O = 0- ( 1 2 ) 
Из соотношения y?(0,e) > 0 и условия (5), которое определяет неравенство <р(р*,£) < 0, следует, что для 
значений Л, принадлежащих области (6), уравнение (12) имеет решения на интевале (0, р*). 

На промежутке [0,/?*) справедливо неравенство d<p(p)e)/dp = а(р) — 1 < 0. Поскольку функция <р(р,е) 
непрерывна на отрезке [0, р*], то уравнение (12) имеет на этом отрезке единственное решение pi = pi(e). 

р 
Из соотношения <р(р, е) = f{a(s) — l)ds видно, что для значений е,р, принадлежащих (6), (7), выполняются 

Рг 
неравенства 

J ct(s)ds + е + b < р, а(р) < 1, (13) 

0 
являющиеся условиями принципа сжатых отображений, примененного к интегральному уравнению (8). 

Для построения требуемых решений воспользуемся следующим алгоритмом: 

y*( t ) = A + j / ( r ,y*- i ( r ) )<lr , А: =--1,2, . . . , (14) 

о 

где уо - 0. 
Используя первое из неравенств (13), можно показать, что функции #*(*}, к = 1, 2 , . . , принадлежат шару 

| |у| |с < Р пространства С[0, оо). 
Исходя из (14), имеем 

и»* - » = / ( / » * ™ - * + - ds) 
о о 

Проводя оценки по норме в (15), получим 

о о 
Отсюда имеем 

||y*+i ~ Ук\\с < <*(р)\\Ук - y * - i | | c (16) 
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Пт,1) = 1 ? Щ ^ * п + Пт,0). (9) 

О 

Тогда уравнение (8) имеет вид 

t 1 t 

»(*) = А + / (/ ^af^d"v) d r + 1 / ( r ' 0 ) < i r ' ( 1 0 ) 

1 



Далее нетрудно доказать, что последовательность функций к .== 1,2, . . . , равномерно сходится к функ­
ции принадлежащей шару \\у\\с < Р и являющейся решением интегрального уравнения (8). Быстрота 
сходимости последовательности {yk(<)}i° к решению y(t) дается неравенством 

Ь-Як\\с<{ал(р)/(1-а(р)))\\у1-уо\\с, к = 1,2, . . . 

На основе (16) можно получить конструктивную равномерную оценку решения | |у| |с < М, где М = (е-Ь 
+ f t ) / ( l ~ a ( p ) ) > P i ( e ) . 

З а м е ч а н и я . 1. Используя условия (13), можно показать, что оценка области начальных значений решений 
р 

класса С[0, оо) уравнения (8) имеет вид ||Л|| < J(l — a(s))ds — fc, где /?i(0) < р < р*. 
о 

2. Теорема дает конструктивный способ исследования задачи существования семейства решений y(t, А) 
класса С[0, оо) нелинейных систем. Единственность каждого решения из этого семейства следует из сжима­
емости нелинейного интегрального оператора, определяемого правой частью уравнения (8). Качественными 
методами эта задача изучалась многими авторами (см. [4]). 
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