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Рассмотрим неравенство 

x^A(t)x, *(0) = 0, x = dx/dt, (1) 

где х — векторная функция с п компонентами; A (t) — непрерывная на промежутке [О, Ь] 
матрица. 

Л е м м а . Если х (t) — решение неравенства (1) и х (t) = С (t) у (/), где С"1 (/);>©, 
т о У (0 — решение неравенства 

y^B(t)y9 у(0) = 0, 
где В = С" 1 (АС — С). 

Опираясь на эту лемму, получим ряд результатов, относящихся к неравенству (1). 
С л е д с т в и е 1. Пусть постоянная матрица М такова, что М > О, Л(^) + Л 1 > 0 , 

A(t)M = MA (t). Тогда х = ехр (— Mt) у (t) и у (t) < 0 . 
Действительно, полагая С = ехр (— Mt), имеем С - 1 > О, В = A (t) + М > 0 и, зна

чит (см., например, [1]) y(t)^[0. 
Положим теперь 

t 
К{0)=А, j A(z)d>z = B, K{s) = K(s~l)B-TBK{s~l), s > l , 

о 
oo 

?=2](-l) s+1^r^ s-1), 
S = l 

Q = [exp (— B)](A — g)expB. 

С л е д с т в и е 2. Пусть exp (— В) > 0. Тогда x = (exp В) ук где у — решение нера
венства 

y<Q(t)y, У(0) = 0.. 

Действительно, положим С = ехр В. Известно (см. [2]), что С = qC. Поэтому 
В = С " 1 (А - q) С = Q. 

Рассмотрим теперь такое неравенство 

z < U ( / ) + / ? (0b , z(0) = 0. (2) 

Фундаментальную матрицу уравнения х = A(t)x обозначим через X(t), X(0) = Е. 
Опираясь на лемму, можно показать, что если X~l(t) > 0, то z — Xy, где I/ удовле

творяет неравенству 

у^(Х-Ч1Х)у, у(0) = 0. 

С л е д с т в и е 3. Яг/сть A(t) R(t) = R(t) A(t), R(0) = R0. Тогда 
t 

y<Roy+ ( j X^RXdx ) = 
• 0 

ЭТО МОЖНО показать дифференцированием выражения X~lRX. 
Т е о р е м а . Пусть X (t) X'1 ( т ) > 0, 0 < т < / < Ь. Тогда 
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t 

z(t)< ^X(t)X-1(z)R(z)z(z)d^. 
о 

В самом деле, так как 

t 

Z(t)=[ X (t) Х-1 ( т ) [i (т ) - А (т ) 2 ( T ) ] d T , 

О 

то отсюда, учитывая (2), получим требуемое. 
Отметим, что приемом, составляющим содержание этой теоремы, пользовались многие 

авторы, например, при исследовании линейных систем дифференциальных уравнений. 
Авторы признательны 3. Б. Цалюку за весьма ценные замечания. 
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