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В этом сообщении рассмотрен метод построения приближенного аналитического реше­
ния линейных дифференциальных систем. Этот метод основан на применении теоремы 
И. А. Лаппо-Данилевского [1] и, как видно будет из приведенных рассуждений, имеет 
тесную связь с классическим методом Пикара—Линделефа. В последнее время опублико­
ван ряд приближенных методов, из которых выделим метод, предложенный П. Байчаи [2] 
и А. Н. Еругиным [3]. Следует отметить, что изложение метода не является основным 
содержанием работы [3]. Кроме того, оценки в [2] и [3] носят принципиально разный ха­
рактер. 

Одним из вариантов метода последовательных приближений является метод, изложен­
ный в [4], [5]. Отметим еще методы, рассмотренные в [6] и [7]. 

Рассмотрим дифференциально-матричное уравнение 

dX/dt = A(t)X, (1) 

предполагая п X п матрицу A(t) непрерывной на промежутке [О, Ь]. Приближенное реше­
ние уравнения (1) будем находить нормированным при ^ = 0. 

Из (1) имеем 
/ 

X 
о 

Отсюда 
t t 

X — exp В = Е — exp В + |* А (ехр В) dx + j* А(Х — exp В) dx, (2) 
о о 

t 
тде В = j* Adx. 

6 
В качестве исходного приближения берем матрицу Х(°) = ехр В (t), что и является со­

держанием теоремы И. А. Лаппо-Данилевского, если АВ — В А. 
Теперь из (2), полагая X — ехр В ~ Хг, получаем 

- Е + j* А (т) X (т) dx. 

о 
где 

= F,+ J AX.dx, (3) 

Fx = E — exp В + J A (exp B) dx. 
о 

Переходя от (3) к дифференциальному уравнению, получаем 

dXJdt = AexpB — d (ехр B)/dt + AXV (4) 

Решая уравнение (4) в предположении, что АВ = В А, вычислим матрицу Хх, Хг (0) = 0 : 
t 

Хх = (ехр В) \ Q (т) dx. 
о 

Здесь Q = ехр (— В) [А ехр В d (ехр B)/dt]. 
Тогда в качестве первого приближения берем матрицу 

= ехр В -f Xv 
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Теперь, отправляясь от матрицы получим в общем случае 

t 
Xn = Fn+ § AXnd%, 

о 
где 

t 

Fn = Fn-i — Xn-i + j AXn^dx, Xn_x — Хп_г — Xn. 
о 

Матрицу Fn можно привести к виду 

Fn = j (exp В) Qdtj. \Qdtt... j Qdtn. 

о б о 

Приближение X(n) выглядит так: 

XW = j(0+X1 + ... + хп, 
где 

Хп = (ехрВ) J Q ^ . . . j Qdtn. 

Таким образом, последующее приближение находится с помощью квадратур, опираясь., 
на предыдущее, как и в отмеченных выше методах. Здесь для построения приближений мы 
как бы опирались на теорему И. А. Лаппо-Данилевского, считая A (t) произвольной непре­
рывной матрицей. В этом смысле метод называем методом мнимых квадратур. 

Вводя обозначения || ехр В (t)\\< а, || Q (t) || < Р, 0 < t < b, можно получить оценку 
нормы разности X — Х ^ в следующем виде: 

|| х - Х<<) || < а ; Р ехр (РО, (5) 
( s + 1 ) ! 

где а , р — числа. 
Формула (5) дает возможность судить о скорости сходимости приближений Х( 5 ) к точ­

ному решению X. 
Следует отметить, что метод мнимых квадратур имеет тесную связь с методом Пика-

ра — Линделефа. В самом деле, преобразуя уравнение (1) по формуле Х = ( е х р Я ) К , по­
лучаем 

dY/dt = Q(f)Y, (6) 
где 

1. 
Q = j* и ехр (— \хВ) /(С1) ехр ([хВ) d\i, Ж 1 ) = АВ — В А. 

о v 

Решив уравнение (6) методом Пикара — Линделефа и учитывая введенное преобразова­
ние, получим итерации метода мнимых квадратур. 

Из вида матрицы Q (t) заключаем, что если || |] = || АВ — В А \\ < е, где е — такое 
положительное число, что | |Q|| < б < 1, то, как видно из оценки (5), приближения X(s> 
будут достаточно быстро сходиться к точному решению X. 

Установим связь метода со ставшим классическим способом расщепления матрицы A (t) 
на две так, что полученное затем укороченное уравнение решается в квадратурах, а стало 
быть, можно строить приближения исходного уравнения. Этим характерны методы, рассмот­
ренные в [2] — [7]. Для этого уравнение (1) перепишем в виде 

dX/dt = (А + 1 ) X — LX, (7) 
где 

А + L = q~= j ехр (\iB) А ехр (— \iB) do,, 
о 

Учитывая, что решение уравнения _ / 
dH/dt = qH, 

нормированное при ^ = 0, имеет вид Н= ехр В (t), строим приближенный метод по схеме-

dXs/dt= qXs — LXs . i . 
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Тогда 

XS = (ехр В) (Е + j Qdt, 
6 6 о 

А это и есть содержание метода мнимых квадратур. 
Отметим, что в случае, когда АВ = В А, методом мнимых квадратур найдем точное 

решение на первом шаге. 
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