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ОБ ОДНОМ МАТРИЧНОМ МЕТОДЕ В ТЕОРИИ КОЛЕБАНИЙ 

В. Н . Л А П Т И Н С К И Й 

Для решения задач теории колебаний известен ряд методов, важное 
место среди которых занимает метод малого параметра, особенно удобный 
при исследовании систем, близких к точно интегрируемым [1—4]. Этот ме
тод, как известно, восходит к Пуанкаре [5] и Ляпунову [6]. В теории 
колебаний со многими степенями свободы большое значение имеет матричный 
метод исследования систем. В этой связи следует упомянуть аппарат тео
рии функций от матриц, созданный И. А. Лаппо-Данилевским [7] и разви
тый в работах Н. П. Еругина и И. 3 . Штокало [2, 8—10], а также других 
авторов. 

При этом наряду с известными преимуществами матричного метода по 
сравнению со скалярными (компактность записи формул, легкость и обоз
римость промежуточных преобразований, возможность стандартизации и ал
горитмизации) возникает ряд дополнительных трудностей, обусловленных 
именно матричной спецификой сформулированной задачи. 

Н и ж е излагается матричный метод построения формальных решений 
задач теории линейных и квазилинейных колебаний, основанный на аппарате 
теории параметрических функций от матриц [11, 12] и связанных с ними 
операторов [13]. 

Рассмотрим пхп матрицы Л(/), B(t), непрерывные на промежутке (К<Г 
t 'Ь. Введем операторы (см. [13]) 

% Л : ехр (— ВХ) А ехр (ВХ), - ехр (ВХ) А ехр (— ВХ), (1) 

где X—действительный параметр. 
В предположении дифференцируемости матрицы B(t) на [0, Ь] и dB/dt = 

A(t) введем еще операторы: 
к х _ 

ЪА - \%Ad\i, q}A~[%Ad[y. (2) 
6 6 

Операторы г|\, q \ , qx имеют следующую структуру: 

Ц)КА = ехр (-ВХ) d (ехр BX)/dt, qxA •-•= d(exp BX)/dt ехр (— BX), (2 ' ) 
причем 
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где К(0) = А, АВ—ВА [Л, В\, X < s > - [ / С ^ 1 ) , В]. 
На основе этих операторов можем записать: 

d(exp Bl) dl =.= (Lj.A) ехр (Вк), (5) 

d 2 (ехр BX)/dt2 = \dq}A'dt -!•(</, Л)21 ехр (В1) (6) 
и т. д. 

Будем изучать в начале уравнение вида 

X \ 1\(()Х P2(t)X F(t). (7) 

Здесь X, Pv Р2, F — пхп матрицы, непрерывные на [0, ft], X • dX/dt. 
Для этого уравнения решаем задачу построения общего решения в смысле 
[14, стр. 107]. Строим общее решение однородного уравнения 

X РХ(1)Х РМ)Х 0, (8) 

для чего поступаем так: заменой X expZL(t), Z,(0) 0, Z,(0) 0 уравне
ние (8) с учетом (5), (6) сводим к такому уравнению: 

qZ, \\qZ^ ; l\\~qZx\ \ Р2 = 0. 

От этого уравнения переходим к матричной системе вида 

qZi:qZ2: —/>,(<), qZiqZ2-~qZ{ />,(/), (9) 

где Z2(t), Z 2(0)—-0—вспомогательная матричная функция. 
Предположим, что решения системы (9) продолжимы на всем проме

ж у т к е [0, Ь]. Тогда общее решение уравнения (7) примет вид 

где 
X == XiC1 \ Х2С2 ! X , 

Х1 = expZj , Х 2 (expZj) \ е х р ( — Z 1 ) e x p Z 2 d T , 
6 

i i 

X = (expZ 1 ) I е х р ( — Z 1 ) ( e x p Z 2 ) d x 1 ехр (—Z 2 )Fdo , 

Cv C2—произвольные постоянные матрицы. 
Теперь рассмотрим уравнение 

X [Л 2 | еР(/)]Х = 0, (10) 

где Л—постоянная симметрическая // :// матрица; P(t) — непрерывная на 
[0, Т] матрица, периодическая с периодом Т\ г—малый параметр. 

Решение этого уравнения будем искать в следующем виде: 

/ i 

X = ехр (iAt) ехр i \ Ф(т, е) dx ехр \ Я(т, e)dt, (11) 

где i = V—1, Ф(/, е ) - V o A ( / ) e * , H(i, е)==У Hk(t)ek. С учетом (2') , (5), 

(6) получим 

X = iAX - j - ехр (iAt) ехр (Щ(ч>ьФ-\~дН) ехр Н, 
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X — 4 2 X j 2iA ехр (iAt) ехр (/Ф)(ф.ф \ qH) ехр Я f 

! ехр(Ш)ехр (*"Ф)!фг-Ф i ~qH-\-(фгФ)2 j 2(фьФ)(</Я) | (с/Я)2]ехр Я . 
Здесь 

(li (ф(т , e)dt, Я = \ Я ( Т , 8 ) d T . 

6 и 

Подставляя значения X, X в (10), получим 

Ч > ' / / / («Ь-'И2 2 ( 1 , ,.!.)(<///) (<///»2 

-!•• 2п|-;.1|. | ,Ф ••; : ег|) ;Р - О, (12) 
где 

1|)ГЛ •= ехр (—/Ф) /1 ехр (/Ф), Я ехр (-iAt)P ехр ( Ш ) = 

Р1 •• - i P 3 , Р , = (cos Л/) Р cos At I (sin Л/)Р sin At, 

P , - (cos Л/)Р sin Л^—(sin At) P cos At, \|> • P = exp (— г'Ф)Рехр (г'Ф). 
Для решения (12) необходимо знать структуру операторов ф г , ярг-. Ее 

можно получить исходя из структуры г|)?_, заданных формулами (3), 
(4), а именно: 

Ф ;Ф - сУ1 ! (У,, - U., [ /I/,,, ярг73 - U3 \-iV3, 
где 

- — ' I'D, Ф] {- ' !;|<1'. Ф ] Ф ] ф | —. . .•!- ( 1 , 1 /v, 'jr : i . . . . 
2 4! [ L J 1 (2ч 2)! 

г, Ф •• ~ [ [ Ф ( Ф ] Ф ] г . . . . j . 1 л:,;' ; . . . , 
3! (2s Ы ) ! 

Ut = А - — [ [ Л , Ф |Ф I I . £ ~ ! £ / $ * > - к . . , 
2 (2s)! 

V, = [4 , Ф] - 1 [ [ [ 4 , Ф ] ф ] ф I I-. . . ! ' 1 Г КТ U . . . 
З! 1 J (2s < I)! 

J (2s)! (2s ! 1)! p * ' 

(2s)! / a (2s 1)! 
II ричем 

i i 
Re ф;Ф = — j" Irn ^jOflffi, - Iin ф;Ф = f Re % г Ф41. 

6 о 
Напомним, что 

</// / / ' j / / . / Л ( Л''-> • . . . 
2 (s 1)! 

Учитывая это, получим из (12) 
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Ux + qH-\2 WtfH — U,yx — VJJl — V4H) + U\—V\-\~{qHY + «Ua = 0, 

(13) 

Vi + UiV,. + V1Ul f 2 ( V ' ^ t f + ад + U~qH - V . ^ ) -i- eV3 = 0. 

Подставляя разложения Ф(/, e), H(t, e) в (13) и сравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях е, придем к следующим рекуррентным системам: 

Нх == 2АФХ — Plt 

Ф 1 = - 2АН1-Рг, 

Hh=2A<bh + Pk(t), 

«I», 2 , 1 / / , Q,(l), к 2, 3, . . . (14) 

Каждую из этих систем можно свести к уравнению второго порядка, пред
полагая дифференцируемость Ph(t) либо Qh(t), а затем решить, используя 
результаты [15, стр. 129]. Если (14) решать непосредственно, то получим 

Нк = (cos 2At) Сх + (sin 2Af)C% I- ~Hk, 

Фк = — (sin 2At)Cl -r (cos 2At)C2 + ФкУ (15) 
где 

_ / 
Hk = f [cos 2A(t— т)Р„(т) + sin 2A(t— x) Qft(x)]cfr, 

ф „ = f [cos 2Л(/ -т)(?й(т) —sin 2 4 (/—x)P f t(x)] dx, £>= 1, 2, . . . 
0 

Учитывая это, получим из ( И ) 

X t = (cos At cos Ф— sin At sin Ф jexp H, 

X2 •-=( cos Л/s in Ф ] sin Л/ cos~Q))exp IT. 

Отметим, что для скалярных уравнений этот метод изложен в [16], 
в том числе и для квазилинейных уравнений. 

Рассмотрим п р и м е р (см. [4], стр. 102]): 

(16) 

X+ AxX=2e(cast)P0X, (17) 

где Ах = diag [о 2 , аг-\-ггуа], о > 0 , г, у— вещественные параметры; Р0 — 

, р, ц, г—вещественные постоянные. Р 1 

q г J 
Запишем (17) в таком виде: 

X + [А2 - f еЯ(/-, е)]Х = 0, 

где ^ = d i a g [ a , о]=оЕ, Е—единичная матрица, 

P(t, е) = — 2(cost)P0 f e d i a g [ 0 , уо]. 

Найдем несколько приближений решения изложенным выше методом, пред
полагая, что 2 а ^ г а = ^ 0 , 1, 2, . . . 

В нашем случае имеем 
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ехр( ШЕ) ехр( ! 1\ Р(/, е), Р 2 О, 

К 2 - О, U2 - о £ , Р - Р(/, е). 

Система (14) для Я х , Ф х примет вид 

Я , 2 а Ф т л - 2(cos t) Р ( ) , 

Ф х - 2а / / , . 

Отсюда, учитывая, что 2а=^=1, получим обычным методом неопределенных 
коэффициентов 

ы 2 s in / 4а 
# i - - ~ 7 7 r ( c o s О Л»-

4 а 2 — 1 4а 2 — 1 Далее, 

где 
Я 2 - 2оФ 2 7 Р 2 , Ф 2 = — 2 а Я 2 i Q 2 , 

Р 2 = Я ? — Ф ? — diag [0, ау | - — ^ - 2 — Ро ! -~ 4 (cos 2/)Pi 
( 4 а 2 — I ) 2 4 а 2 — 1 

о, 

Q 2 - Щ Н ^ - ; ^ (sin2/)P5. 
( 4 а 2 — I ) 2 

Так как а Ф 1, то 

Я , = - ^ ( ^ = 1 > (sin2/)P5, 
( 4 а 2 — 1 ) ( а 2 — 1 ) 

^ 8а 4 а ( 2 а 2 — 1 ) , О Л п 2 

ф = — р 5 v_ > _ ( C 0 S 2/) p j . 
( 4 а — I) 2 ( 4 а 2 — 1) 2(а 2 — 1) 

Теперь находим 
t t 

Нт= ( HM(T)dx, Фт=\Фт(т)йт, m = 1, 2, 
о о 

и подставляем в (11). 
Тем самым решение нашего уравнения найдено с учетом малых 8 вто

рого порядка. В нашем случае формулы (16) примут вид 

Xx(t) = cos(a/£ | Ф) е х р Я \ Х 2(/) - sin (otE + Ф)ехр Я . 

Рассмотрим уравнение 

X \ [Л 2 4 8Р(/, X, 8 ) | Х о, 

где Р ( / , X, е) — функция, аналитическая по X, 8 в некоторой области 
/, X, 8 £ D , причем коэффициенты ее разложения в ряд по X, е могут быть 
матричными функциями t. Пусть, например, 

Р(/, X, 8 ) yPk(t)Xkek 

к О 

(функцию Р(/ , X , е) можно брать и более общего вида). Это уравнение 
решаем также исходя из представления (11). Система для нахождения ма
триц Hk, Фк будет аналогична (14). Разумеется, при этом значительно 
усложнятся выкладки, мы их опускаем. Поясним лишь некоторые моменты. Ура
внение (12) в нашем случае будет иметь последнее слагаемое следующего вида: 
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e V ( t , . D , ) S V , 
A'- I) 

где 
Dk = exp ( - iAt)Pk exp (iAt) = D{

k

{) + iD(

k

2\ 

S = е х р Я е х р ( М / ) exp / Ф ( е х р Я ) ( 5 1 -f iS2). 

Полагая \ptDk= U{

3

k) -}- iVf\ мы сможем указанное слагаемое представить 
в таком виде: e(U3-[ iV3), после чего от уравнения (12) переходим к сис
теме типа (13) и т. д. 

Наконец, описанным выше методом можно решать такое уравнение: 

X i е/(/, X, X, ь)Х X -О 

в предположении аналитичности функции /(/, X, X, е) по X, X, е в об
ласти /, X, X, e g /И, а также дифференциально-матричные уравнения более 
высоких порядков. 
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