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ОБ ОЦЕНКАХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ = A(t)x 

В. Н. ЛАПТИНСКИИ 

Рассмотрим систему 

* " - = Л ( * ) * , [ = 4t)i (О 

где A (t) суть п х я-матрица, х— вектор. 
Нас будут интересовать оценки решений этой системы и их производных, точные в-

классе систем с постоянными коэффициентами. Приведенные ниже результаты являются 
продолжением исследований, начатых в [1, 2]. Следует отметить, что в случае систем 
второго порядка аналогичная задача рассматривалась многими авторами (см., например, 
[ 3 - 5 ] ) . 

Введем некоторые обозначения. 
п 

1. ( ^ г ^ ^ ^ ^ Л ь T ] g ^ , — с к а л я р н о е произведение векторов «-мерного вектор-
i = i 

но го действительного евклидова пространства Rn. 
2. = У (I7IT " норма вектора %£Rn. 

3. = . | / 2^ £f " ~ Н 0 Р м а матрицы В. 
i, /= 

4. Пусть Klf Я 2, . . . , кп — характеристические корни симметрической матрицы .S. 
Тогда обозначим A (S) = max К (S) = min Kf. 

i i т 
5. A — матрица, транспонированная матрице А. т 

А + А 
6. s (А) = 2~— — симметрическая часть матрицы А. 

( И 2 \ / 0 i \ 
7. р = . = —2-мерный вектор, соответствующий мажоранте решения 

системы (1) и его производной. 
Л е м м а . Пусть A(t) дважды непрерывно дифференцируема nput^O. Тогда 

up < p^Up, где 
t t 

up = Ф (t) + J Q (/, T) p d t , tfp = Ф (0 + [ P (t9 т) pdr, 

о 6 

P = [pthlb Q = fm?i, Ф = ( Ф 1 

\ Ф2 

Ф1 = »1 (0) + v[<P)t+-^[v"1 (0) - 3 o , (0) ] f *, <p2 = y 2 (0) + [ va (0) - 3 x)0]t + p/», 

P = (**, *")o - *)o + 2 И'х, JC)0 + ( (Л - AT) x', x)0, 

P11 = V- T ) 2 Л [s ( i 4 ) ] , p 1 2 = <?12 = 3 (* - T), q n = (t- t) 2 X [s 

р и = 3 Л fs (A)] + (t-x) (-j \\A- AT\\-5Я [s (A')]\ + 

12* 
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+ (t - т)« ( у ||(Л - Ату\\+ A [s (Л")]), 

qtl = ЗЯ [s (А)] - (t - т) ( у ||Л - Ат\\ + 5Л [s (Л')]) + 

+ (/ - т)* ^ [s (Л")1 - у НИ -

Р 2 2 = у ЦЛ - Ат\\ + ( t - т)2 ( у - Л г ) ' | | - 2Я [s (Л)] 

= - Y {T ~т) |И ~~Л 7,1" {T~т)2 (т "(Л ~ лТу1 + 2л [s (4)1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Умножая уравнение (1) скалярно на х, получим 

(х"\ х) = (Ах, х). (2) 

Нетрудно проверить, что 

(x», х) = ^-(х, * ) " - - f - ( * ' ' х'у. 

Тогда (2) примет вид 

(х, х)'" — 3 (*', х'У = 2 (Ах, х). 

Отсюда после интегрирования получим 

i 1 

Ч = ф! (0 + 3 \ (t — x) (х\ х') dx + \(t— т ) 2 (Ах, х) dx. (3) 

6 б 

Умножим теперь уравнение (1) на х' 
(х'\ х') = (Ах, х'). (4) 

Учитывая, что 

(х»>, х') = -~(х', х')"~(х", X"), 

1 1 1 / Т Ч 

(Ах, х') = Y (Лх> ХУ - Y ( Л ' * ' х)~~2 ^ А " л ' 

получим из (4) после интегрирования 

К t 

Щ = 2̂ (0) + I 4 (0) - (Лдг, * ) 0 ] t + j* (Л*, *) dx + 2 |' (* - т) (*", dx — 
о 6 

t 

- J (t - х) [(А'х, х) + {(А - Ат) х', х)] dx. (5) 
о 

Наконец, умножим уравнение (1) на х" 

(х'", х") = (Ах, х"). (6) 

1 

Очевидно, что (х'", х") = — (х", х")'. Далее можно проверить справедливость соотно

шения 

(Ах, X*)=Y'(AX> *)"-(**> * ) ' - у ( ( Л - Л г ) х \ х)' + 

+ у ((Л - А7)' х\ х) + у (А'х, х) - (Ах', х'). 
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Тогда из (6) следует 

(*", х") = р + (Л*, А:)' - 2 (Л'*, я) - ((Л - Л г ) х) + 

t 

+ j [((Л — Ату х\ х) + (А"х, х) — 2 (Л*', х')\ dx. 
о 

Подставляя значение (х", х") в формулу (5), получим 

t t 

^2 = Ф2 (0 + 3 [ *) ^Т — [ (' — Т) f5 И'*» *) + 3 (( Л — *'> *)' ^Т + 
6 6 

t 

+ j* (t — т ) 2 [((Л — Л г ) ' л:', л:) + (Л"л;, х) — 2 (Л*', * ' ) ] dx. (7) 

6 ' 
А теперь, используя известные соотношения 

\((B-BT)i, г))\ ^ Г у ||£ — Вт\\ (Щ2 + ||г]||2), М * ( Я ) ] Щ 2 < № , Б ) < А [ 5 ( Б ) ] Е | р , 

от выражений (3) и (7) придем к неравенствам up ^[р <^Up, тем самым лемма доказа
на. 

Т е о р е м а . Пусть матрица A (t) дважды непрерывно дифференцируема при £ > 0 , 

причем A [s (Л)] < аъ у [[Л - АТ\\ - 5К [s (А')] < а 2 , у ||(Л - Ат)'\\ + A[s (Л")] < а 3 , 

у [|Л — А т \ \ у ||(Л — Л 7 ) ' ! ! — 2Я [s (Л)] ^ а 5 , где t = 1,5, неотрицательные 

постоянные. 
Тогда p^[z, где г есть решение следующей задачи: 

г'" — Агг№ — Л 2 г ' — Л 3 г = 0, (8) 

г (0) - р (0), zj (0) = i;J (0), г2 (0) - ^ (0) - 3 (Ах, х)0 + З а Л (0), 

г*(0) = v[ (0), z ; (0) = 2Р + 3alV[ (0) + а Л (0) + а Л (0), 

А 1 = ( ° ° \ А2 = (° \ Л _ 2 ( а 1 Ч 
1 \ ЗЯХ 0 / ' 2 ° \ а 3 аЬ 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий теоремы следует, что Р (t, х) ^R (/, т ) , 
O^x^J, где 

R(t х) = ( ^(t-x)2 3 ( * - т ) 
' V З ^ + а ^ - т ) + а 3 ( ^ - т ) 2 а 4 ( ^ - т ) + а 5 ( ^ - т ) 2 

Ясно, что R(t, т) > 0. А тогда из теоремы об интегральных неравенствах (см., напри
мер, [6, стр. 86]) имеем p^z, где z (t) суть решение интегрального уравнения 

t 

* ( * ) = ф ( * ) + J # ( f , T ) Z - ( T ) d T , 

6 
которое эквивалентно задаче.Коши, сформулированной в условии теоремы. 

Разумеется, по этой схеме можно получить оценку снизу для p(t). 
Отметим еще, что, исходя из выражения для (х\ х")} можно соответствующим об

разом оценить и эту функцию, тем самым получим полную оценку решения задачи 
Коши для уравнения (1). Эти оценки при указанных ограничениях на элементы матри
цы Л (t) являются точными, когда Л = const. 
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В частности, в случае скалярного уравнения 

имеем а1 = а, аъ = — 2а9 а2 = а3 = я 4 = 0, г[ = 2azx + Ъг2, г"2 = 3az[ — 4аг 2 , причем 

* 2 ( 0 = z i ( 0 , x'\t) = z2(t). 
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