
Аналогичные соотношения можно записать для обобщенной гипергеометрической 
функции FA Лауричедла (см., например, [4]): 

FA(n + M, т1 + - i - . • • • > tnN + 2 m x + 1 2 / ^ + 1; - 4 r l f . . . , - 4 * ^ J = 

= 2* 
fc=0 

k К л Н - m * + 2 • • • • • mN + Y 

rzj + 1, . . . , 2mN + 1; 4r x 4rN\ , M = V m ; \ 2m, 
. - - > ' _~ X » - - ' r J\ I 7 

Автор признателен H. H. Яненко за постановку задачи, Ю. И. Шокину и А. И. 
Урусову за обсуждение работы. 
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УДК 517.925.42 

В. Н. ЛАПТИНСКИЙ 

О ПОСТРОЕНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Заметка посвящена дальнейшему развитию предложенного в [1] подхода к по
строению периодических решений дифференциальных уравнений. Получена модифика
ция указанного подхода, позволяющая расширить (по крайней мере в линейном слу
чае) область применимости соответствующих алгоритмов. 

Рассмотрим уравнение 

~ = A(t)x + f(t), xeRn, (1) 

где A(t) и f(t) непрерывны и периодичны с периодом с о > 0 . 

Пусть x(t) — со-периодическое решение уравнения (1). Ищем его в виде 

x(t) = y(t) + c, (2) 

где у (t) — со-периодическая вектор-функция, удовлетворяющая условию 

Jy (T)dT=0 f (3) 
о 

1С — постоянная векторная величина размерности п. 
Известно (см. [2]) , что всякая непрерывная (кусочно-непрерывная) со-периоди-

ческая функция допускает единственное обладающее свойством (3) представление в 
виде (2). 

Подставляя решение (2) в уравнение (1), получим дифференциальное уравнение 
для у 

^ L = A(t)y + A(t)c + f(t). (4) 

Далее, применяя методику из работы [3], выведем интегральное уравнение для 
со-периодической вектор-функции y(t), удовлетворяющей уравнению (4) и граничному 
условию (3): 
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где 

1 со 
y(t) = — [xA(x)y(%)dx —— f (ы-х) A(x) у (x) dz + H (t) с + ц> (t), (5) 

CO J CO J 

Я (ft = — [ xA (x) dx — — f (со — x) A (T) dx, 
CO J CO J 

1 ' 1 ® 
ф ( / ) = — f T f ( T ) c f T ~ — I ( f f l - T ) f ( T ) J T . 

CO J CO J 

Так как г/(0 со-периодична, то 

j " X ( t ) y ( T ) d T + B(«>)c + j f ( T ) d t = 0, ( 6 ) 

где £ (со) = j Л ( t ) dx. 
о 

Таким образом, неизвестные у и с удовлетворяют соотношениям (5), ( 6 ) . Нетруд
но показать обратное: если величины y(t), с являются решением системы (5), ( 6 ) , то 
функция x(t),. полученная по формуле (2), есть со-периодическое решение уравнения 
( 1 ) , причем y(t) подчиняется граничному условию (3). 

Если det£(co) =̂ =0, система (5), (6) приводится к виду 

t ^ со 

у (t) = — \хА(х)у (т) dx — — f (со — т) Л (т) у (т) от — 
со J со J 

о t 

СО 

- Я (О Б " » (со) [ Л (т) у (т) Л + g (0» (7) 
о 

с = (со) j Л (т)г/ (т) dx - B - i (со) J / (т) Аг, (8) 

о о 

где g (0 = ф (0 ~ Н (0 (со) J f (т) Л . 

о 
Как видно, процесс нахождения величин у, с оказался довольно простым, по 

крайней мере с формальной точки зрения: по найденной из уравнения (7) функции 
y(t) постоянную с находим по формуле (8). 

Чтобы получить условия разрешимости уравнения (7), запишем его в виде 

где 

К [U х)= 
со 

y(t) = X)y(x)dx+g(t), 

E — H(t) £ - i (со) Л (т), 0 < т < t < со, 

(9) 

1 £ — # ( * ) £ - 1 (со) Л ( т ) , с о > т > ^ > 0 

(здесь Е — единичная матрица). 
Несложные выкладки показывают, что из соотношения 

7а2со2 < 3 (10) 

следует оценка max \ \\K(t, x)\\dx< 1, а тогда, согласно работе [4], решение 
о ^ t < со jj 

уравнения (9) существует и единственно; здесь а = max || Л (/) | |, у = \\ В"1 (со) | | . 
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Таким образом, нами получена 
Т е о р е м а . При выполнении Условий detB(co) ФО, ^ а 2 ш 2 < 3 ^-периодическое ре-

шение уравнения (1) существует и единственно. 
Этот результат эффективнее соответствующего результата из [3] , там получено 

условие уа2ы2<С2 (при А = const оно имеет вид сш<С2). Следует отметить, что и ус
ловие (10) допускает улучшение, если А = const, а именно вместо него можно взята, 
следующее: с ш < 4 . 

Для построения величин у, с можно применить методику, разработанную в [1], для 
чего в уравнение (1) следует ввести скалярный параметр ХФО следующим образом: 

dx 
—-^- = XA(t)x-\-f(t). Тогда решение уравнения (9) (с параметром X) ищем в виде ряда 

y(t, X) = у0 (t) + Хуг (t) + . . . , а постоянную с(Х) находим из (8) в виде с (X) = 

= — с_1 + с 0-тЬЯс 1+ . . . 

З а м е ч а н и е 1. Пусть deLB(co)=0. В этом случае (и в других аналогичных 
ситуациях) к определяющему уравнению (6) сначала применяем методику, изложен
ную в [3] , а затем рассматриваем соответствующую систему для определения у, с. 

З а м е ч а н и е 2. Предложенный здесь способ исследования периодических реше
ний распространяется и на нелинейные уравнения вида dx/dt=f(tt х), x£Rn, при тех 
же исходных предположениях относительно правой части, что и в работе [3]. 

В этом случае соответствующая система для нахождения величин у, с имеет вид, 

у (t) = — f xf (т, у (т) + с) dx - — \ (со - т) f (т, у ( т ) ' + с) dx, f f(x, y(x)+c)dx==0.. 
СО J / со J J 

о ' t . о 
Получена система связанных уравнений относительно у и. с. Д л я выяснения ус

ловий ее разрешимости можно применить методику из [3] , опираясь на принципы 
неподвижной точки. 

З а м е ч а н и е 3. Естественным обобщением представления (2) является следую-
m 

щее: х (t) = Tm (t) + у (t), где Tm(t) = с + ^ an cos kt• + bk sin kt. Здесь и всюду 
ft=i 

ниже полагаем (для упрощения записей) со = 2я. Очевидно, это не нарушит общ
ности изложения. 

Постоянные с, ak, bk и 2я-периодическую функцию y(t) (остаточный член ряда 
Фурье для x(t)) находим из системы типа (5), (6). Выводим ее, исходя из интеграль
ного уравнения для у(t) (в задаче Коши), с учетом граничных условий 

2 я 

j* y(x)'dx = 0, у(2п) = у(0), 
6 

2я 2я 
J у (т) cos kxdx ~ 0, |* у (х) sin kxdx = 0, £ = 1, 2, . . . , m. 
о о 

Эта система имеет вид' 

[Л]о с+[А cos / ] 0 аг + [A sin *]0fci + . . . + [Л cos mt]0 am + [A sin mt]obm+[Ay]o+[f]Q=0> 

[ Л ] ^ + [Л cos + ([Л sin t]Cl — E)b1 + . . . + [A cos mt]C]am-\-

+ [A sin т ^ & т + И * / ] ^ + [f]Ci = 0, 

[ Л Ц с + (И cos / ] 8 i + £)fli + [A sin * ] e x6i + . . . + [Л cos mt\8'am + 

+ [A sin mt]stbm + [Ay]8i +[f)Si = 0 , 

\Mcmc + [A cos t]Cmax + [A sin + . . . + [Л cos mt)Cmam + 

+ ([A sin mt\Cm - m£) 6 m + [Ay]Cm + [ f b w = 0, 

И Ь т * + И cos Ц8тпаг + [A sin t ] ^ + . . . + ([Л cos mt]8m + m£) a m + 

+ [Л sin mt]Smbm + [ Л # ] 5 т + [ / ] s m = 0, 

1 ' 1 2 Я 

= f т ( Л (т) у (T) + A(T)) dx——\(2n~x) [A (x) y(x) + h(t)) d t , 
2 J X 2 J T «> 

о 
538 



где 
j 2Я j 2Я 

Ж О Ь л = — j Ч>(Ос<*ЙЛ, № ( 0 ] s f t = — j W)slnktdt, * = 1, 2 m. 

№ (Ob = — ( * ( ' ) A (/) = A (t) Tm (t) + /(/)- dTm (t)ldt. 
я J 
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УДК 517.962 

Л. И. МИНЧЕНКО, О. Ф. БОРИСЕНКО 

ЛОКАЛЬНЫЕ СЕЧЕНИЯ И ПРИНЦИП МАКСИМУМА 
ДЛЯ РАЗНОСТНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ 

Задача оптимизации разностных включений изучалась в работах [1—6]. Для по
лучения необходимых условий оптимальности в [1, 2] предложен метод локальных 
сечений, с помощью которого были доказаны условия оптимальности траектории раз
ностного включения в форме принципа максимума. Нетрудно, однако, привести при
меры, показывающие, что различному выбору локальных сечений отвечают, вообще 
говоря, различные формулировки принципа максимума, обладающие неодинаковой 
эффективностью применительно к исследуемой траектории. Данная заметка преследует 
цель — получить единое необходимое условие оптимальности, содержащее в себе все 
формулировки принципа максимума, которые могут быть получены с помощью ло
кальных сечений. При этом в явном виде локальные сечения в условии оптимальности 
не используются. 

1. Постановка задачи. Рассмотрим разностное включение 

* ( * - И ) е * = о, 1, . . . , N-i, (1) 
где х£Еп, х(0)=х0 — фиксированный вектор; Ft — многозначное отображение, ста
вящее в соответствие каждому вектору х£Еп непустое выпуклое компактное множе
ство Ft (x)czEn. 

Ставится задача: на траекториях {x(t)} разностного включения (1) минимизиро
вать функционал 

J=<p(x(N)), (2) 

где ф — дифференцируемая функция. 
Обозначим {х° (()} оптимальную траекторию в задаче (1), (2) и предположим в даль

нейшем, что многозначное отображение Ft удовлетворяет условию Липшица в некоторых 
о к р е с т н о с т я х ^ точек xfl(t), t = 0, 1, .[.\. , N — 1, т. е. p*(F*(*), F t W ) < %t\\x—4 
для всех х, х£ Xt, £ t = const > 0, t = 0, 1, . . . , N —l, где p* (Л, В) —отклонение 
множеств Л и Б по Хаусдорфу. 

2. Множества возможных направлений. Сопряженное отображение. Пусть g£En. 
Обозначим через Tt (g) множество векторов W£En, для каждого из которых найдутся 
число а0 > 0 и n-векторная функция о (а) такие, что о ( а ) / а - > 0 при а - > + 0 и *°(*+ 
+ l) + aw -\- о(а)£ Ft (*° (t) - j - ag) для всех а £ [0, а 0 ] . Множество Tt (g) называется 
множеством возможных (касательных) направлений многозначного отображения Ft в 
точке (x<>(t), -x<>(t+ 1)) по направлению g [7, 8] . 

Л е м м а . Если wgTt (g), mo для любой п-векторной функции og (а ) такой, что 
og(a)/a 0 при а -> + 0, найдутся число а 0 > 0 и п-векторная функция о (а) такие, 
что о^ (а)/а -* 0 при а -> + 0 и х* (t + 1) + aw + о^ ( а ) £ Ft (*° (/) + ag + og(a)) для 
всех а £ [0, а0]. 
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