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УДК 517.977 

В. Н . Л А П Т И Н С К И И 

ОПТИМАЛЬНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ 
П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х СИСТЕМ У П Р А В Л Е Н И Я 

Рассмотрим линейную систему управления 

JjL=A(t)x+Q(t)u, (1) 

где (/, х, u)eRXRnXRr; A(t), Q(t)' — непрерывные ©-периодические 
матрицы порядков пХп, пХг соответственно. 

В данной работе разработан конструктивный алгоритм оптимальной 
стабилизации системы (1) по отношению к квадратичному критерию 
качества 1 

оо 

/ = f (x^Px+wRu)dt, (2) 
о 

где Р = Р Т ^ 0 , R = RTX); Р, R — вещественные, непрерывные, оо-перио-
дические матрицы; ( • ) т — операция транспонирования. 

Основополагающие результаты в теории стабилизации получили 
В. И. Зубов [1] , Р. Е. Калман [2 ] , Н. Н. Красовский [3 ] , А. М. Лето в 
[4]. Эта задача является актуальной и с различных позиций рассмат
ривалась многими авторами. Из работ, опубликованных в 80-е гг., ука
жем [ 5 —10 ] . 

Известно [1], что для решения задачи оптимальной стабилизации 
системы ( 1J по отношению к функционалу (2) нужно найти определен-
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ное (стабилизирующее) решение матричного дифференциального урав
нения Риккати 

d@ 
+вл (t) + л т (/) е + е в (О-в.+р (0 = о , (З) 

г д е В = — Q / ? - 4 Q T . 
Иными словами, эта задача равносильна существованию симметрич

ной матрицы-функции Q(t)&Cl(R+), являющейся ©-периодическим ре
шением уравнения (3) , обладающего тем свойством, что система 

-^- = (A(t)+B(t)e(t))x ' (4) 

асимптотически устойчива. При этом оптимальное управление определи-
V 

ется формулой й= — J R _ 1 Q t 0 A ; . 
Для построения периодических решений уравнения (3) можно ис

пользовать известные методы построения периодических решений диф
ференциальных уравнений [1 , 1 1 — 1 3 ] . Целесообразно использовать 
также алгоритмы, разработанные в работах [14, 15] . 

Рассмотрим один из алгоритмов, получаемых способом, используе
мым в работе [14]. 

Пусть во (t) — симметричная ©-периодическая яХя-матрица класса 
Cl(R+). В уравнении (3) сделаем замену по формуле в = @®+К. Тогда 
получим следующее уравнение для матрицы К: 

dK.+KN0+N*K+KBK+F=0, (5) 
dt 

где N0=A+BBQ, F==deo/dt+Q0A+A'reo+eoBeo+P. 
Пусть матрицы 

JN0(x)dx, - j Nl{x)dx 
о о 

не имеют общих характеристических чисел. Тогда линейный оператор 
со 

0X=XNo+NlX, где N0-^= J N0(x)dx, обратим. 
о 

Используя методику, разработанную в [14], получим матричное ин
тегральное уравнение 

t со 

Л ( 0 = Ф - ' { 1 [S(x)Ni(r)+Nl (x)S(x)]dx~ J [S(x)N2(x) + 
0' t 

со 

+N* (x)S(x))dx- J [K(x)B(x)К(x) +F(т) jdx } , (6) 
0 

эквивалентное задаче об ©-периодических решениях уравнения (3) ; 
здесь 

X со 

# 1 (т) = J No (о) do; N2 (х) = J N0 (a) da; 
0 T 

S = ^(KNo+NiK+KBK+F). 

Введем обозначения; 
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у=\\Ф-Ц\; ao = m a x | | t f o ( ' ) H ; P = m a x | | B ( * ) l l ; h=max\\F(t)||; 
t t t 

^ = 2уао(ао+Рр)со2+2уррсо; q= {q—2#ро)/(1— 2YP P CD ) ; p > 0 , 
| | X | | c = m a x | | X ( £ ) || ( | | . | | — евклидова норма векторов и матриц). 

t 
Л е м м а 1. Пусть выполнены условия: 
1) матрицы No, —NT

Q не имеют общих характеристических чисел; 
2) для некоторого положительного числа р выполняются неравенства 

/уР(о(1 + а о О ) ) р 2 + 2 ^ а 2 co 2p+Yaoco 2/i^p; < 7 < 1 ; 

3) существует (^-периодическая матрица ®0(t) — @rr

Q(t) класса 
Cl(R+), удовлетворяющая уравнению . 

со 

J [®{t)A(t)+A?(t)Q(t)+e{t)B{t)®(t)+P(t)]dt=Q. 
О 

Тогда в области D={t, KitdR+, \\К\\^р} вещественное ы-периоди-
цеское решение уравнения (5) существует, единственно и может быть 
построено как предел равномерно сходящейся последовательности 
^-периодических симметричных матричных функций, каждый член ко
торой определяется рекуррентным соотношением. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя условие 1) , получим интеграль
ное уравнение ( 6 ) . 

С помощью принципа сжатых отображений нетрудно доказать, что 
при выполнении условий 2 ) , 3) решение K(t) уравнения (6) в области 
D существует, единственно и является пределом равномерно сходящей
ся последовательности {^Сг(0)Г=о симметричных матриц-функций, по
строенных по алгоритму 

t со 

К т ( 0 = Ф - ' { J [Sm-1(x)N1(x)-R-N^ (x)Sm-i(x)\dx-[ [ S m _ 1 ( T ) A r

2 ( T ) + ; 
0 t 

со 

+Щ (x)Sm^(x)]dx- J Km(t)B(x)Km(x)dx} , (7) 
0 

m = l , 2, 

где 7(o = 0; S m ^ = —(Km-iN0+NiKm-i+Km-iBKm-i+F). 

Выполняя соответствующие оценки на основе формулы ( 7 ) , можно 
показать, что быстрота сходимости алгоритма характеризуется нера
венством > 

l l / C - Z C m l l c ^ - r j ^ l l / C i l l c , m = l , 2, . . . 

Используя- условие 3 ) , можно показать ©-периодичность всех при
ближений, построенных по алгоритму (7) . Лемма доказана. 

Оценим область существования стабилизирующего решения уравне
ния (3) . Фундаментальную матрицу X(t) системы dx/dt= (А + В&)х 
будем искать в виде [11] 

X(t) = (E+Z(t))exp(Wt), (8) 

где Е — единичная матрица; W — постоянная матрица; Z(t) — ©-пе
риодическая матрица-функция, подчиненная условию [16] 

со 

J Z ( T ) r f t = 0. (9) 
о 
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Подставляя (8) в (4), получим дифференциальное уравнение для Z 

U Z (A+B@){E+Z) — {E+Z)W, (10) 
dt 

К уравнению (10) присоединим ©-периодическое краевое условие 
Z(<o)=Z(0). (11) 

Пусть Z(t) —решение задачи (10), (11), (9). Из условия периодич
ности Z(t) имеем 

— J (A+BQ)(E+Z)dx. (12) 
О) 

о 
Далее, используя методику, разработанную в [15], получим инте

гральное уравнение для матрицы Z(t), удовлетворяющей уравнению 
(10) и граничному условию (9): 

СО 
Z(t)=$q(t, т) [ (А +Вв) (E+Z) - (E+Z) W\ dx, (13) 

где 

- 1 / 2 + ( т — О М © ^ t > ^ 0 . 
Поскольку 

f 1/2— (t—т)/ю, О ^ т ^ ^ ю , 

J Т)А!Т = 0, 
О1 

то уравнение (13) примет вид 
со 

Z[t) = J ?( / , т ) [ ( Л + В в ) (E+Z)—ZW\dx. (14) 
о 

Верно и обратное: всякое непрерывное регулярное решение W, Z 
( d e t ( £ , + Z ( 0 ) , # 0 , £(5[0, со]) системы уравнений (12), (14) является 
решением задачи ((10), (11), (9). 

Интегральные уравнения, аналогичные (12), (13), доставляет изло
женный в работе [16] способ отыскания замены (8) в линейной периоди
ческой системе. 

Система уравнений (12), (14} эквивалентна следующей системе: 

W = W0+~ J {No~-No)Zdx+ — l В ( Q _ 0 O ) (E+Z)d%, (15) 
<° о 0 0 о 

Z(t) = \ q(i, х) [NZ—ZN(E+Z)\dx+§ q(t, x)Ndx, (16) 
о о 

где Wo —No, N=A+B9 (черта сверху обозначает усреднение по t). 
Пусть собственные значения матрицы W0 имеют отрицательные ве

щественные части, т. е. RE К, (Wo) < 0 ( / = 1 , 2, п). 
Выберем число е 0 > 0 столь малым, чтобы имело место неравенство 

— а 0 + е о < 0 , где а0= —max Re %j (W 7 o) . 
j 

Поскольку (см., например, [17, с. 115]) Цехр (Wot) || ехр (—а 0 + 
+ 8 о ) ^ , где / ^ 0 , с — с (го) — некоторая положительная постоянная, то 
IIехр ( Ш ) || ехр ( _ а 0 + бо+с|| W—W0\\)t. 
2078 



Отсюда следует, что R e ^ j ( № ) < 0 (/ = 1, 2, п) при выполнений 
неравенства 

\\W-Wo\\<(a0-zo)/c. (17) 

Пусть в области {t, W, Z : 0 ^ * < < o , \\W— W0\\< ( a 0 — e 0 ) / c , | |Z | |<1} 
система уравнений (15), (16) совместна и матрицы W, Z образуют ее 
решение. 

Из уравнения (15) получим оценку 

| | ^ - ^ o | | ^ a o | | Z | | c + P ( l + | | Z ! | c ) | | e - e o | | c , 

где а о = т а х | | Л ^ 0 ( 0 — ^ о | | . 
г 

Неравенство (17) заведомо будет выполняться, если ао+2РЦв— 
—во11с^ («о—ео)/с. Отсюда 

| |в—во| |с<(ао—во—аос) /2рс (18) 

Здесь предполагается, что а о < (#о—во)/с. 
С помощью принципа сжатых отображений можно показать, что при 

выполнении неравенства 
а © < 1 , (19) 

где a—max||Af (/) [|, решение системы (15), (16) в области {t, W, Z : 0 ^ 

<С/^со, \\W—Wo\\< оо, | |Z | |^aco} существует и единственно. 
Неравенство (19) заведомо будет выполняться, если (ао+Р1|в— 

—воIIс)оа< 1. Отсюда имеем оценку 

| | в — в о | | с < (1—ао(о)/Рсо, (20) 

если aoco< 1. 
Из неравенств (18), (20) находим оценку области существования 

стабилизирующего решения уравнения Риккати 

11 ©—©oil <А=тт{(а0—е0—аос)/2$с, (1—а 0со)/р©}. 

Таким образом, справедлива следующая 
Л е м м а 2. Пусть выполняются условия: 
1) собственные значения матрицы W® имеют отрицательные ве

щественные части; 
2) выполняется неравенство 

т а х ( а о О ) , аос/(а0—s0)} < 1. (21) 
Тогда при р < А решение уравнения Риккати (если оно существует) 

является стабилизирующим. 
Т е о р е м а . Пусть подынтегральная квадратичная форма в функ

ционале (2) неотрицательно определена (P^zO, R>Q), существует сим
метричная (^-периодическая матрица ®овС1(Я+), для которой выполня
ется условие 3) леммы 1 и условия леммы 2. Пусть для некоторого поло
жительного числа р < А выполняется условие 2 леммы 1. 

Тогда имеют место утверждения: 
1) оптимальное стабилизирующее управление u(t, х) = — R~lQT&x 

существует для любого начального вектора Хо и единственно; 
2) матрица в является пределом равномерно сходящейся последо

вательности апериодических симметричных матриц @i = @o+Ki, i = 0, 
1, построенных по алгоритму (7); 

3) последовательность {u\(t, х)}^0 (щ= —R~1QT@ix) сходится к 
оптимальному управлению u(t, х) равномерно относительно t&R+ и в 
каждой ограниченной области изменения векторной величины х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя условие 1) леммы 2, нетрудно 
показать, что оператор Ф обратим. 

Согласно лемме 1, ©-периодическое решение 6 (t) уравнения (3) в 
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области D существует, единственно и может быть построено как предел 
равномерно сходящейся последовательности ©-периодических симмет
ричных матричных функций ®i = &®+Ku i = Q, 1, где матрицы Ki 
определяются рекуррентным соотношением (7). Так как р<А, то, со
гласно лемме 2, решение 0 ( 0 является стабилизирующим. 

Таким образом, уравнение Риккати (3) имеет вещественное ©-пери
одическое решение, заданное в виде такой симметричной /гХя-матр-ицы 
0 ( 0 , что управление й = —R~ 1 Q T Sx является стабилизирующим. 

Из теоремы Зубова [1] следует, что оптимальное стабилизирующее 
управление для системы (1) существует для любого начального вектора 
Хо и определяется формулой й = —R~ l Q T Sx. 

Используя оценку для \\К—Кт\\с, т = \, 2, нетрудно доказать 
равномерную сходимость последовательности u$(t, х), Ui(t, х), ... Теоре
ма доказана. 

• З а м е ч а н и е 1. Пусть в лемме 2 вместо (21) выполняется нера
венство 

тах{аосо, аоаосос / (а 0 —е 0 )}< 1. 
Тогда оценка области существования стабилизирующего решения 

уравнения Риккати (3) может быть несколько улучшена на основе соот
ношений 

\\W— В7о |Каоасо '+Р(1+а©) | | в—во | | с<(ао—е 0 ) / с , a == ceo -HP II в—во II с-

Однако в этом случае получим довольно громоздкое выражение для А. 
Изучим вопрос построения матриц W(@), Z ( 0 ) в представлении (8) 

фундаментальной матрицы X{t) оптимальной системы (4). 
Пусть выполнены условия теоремы, доказанной выше. Для построе

ния матриц W(@i), Z(0z) , i'=09 1, целесообразно использовать сле
дующей алгоритм: 

со 

ТР*_,(е«) = -— J (A+B@i) (£+2 f t -i(e0) .dt , 
<° о 

CO 

Zk (в«) = j " q (t, т) [ (A+BSi) (E+Zb-г (Si)) -
0 

- 2 , ^ ( 0 0 ^ - 1 ( 6 / ) ] , * = 1 , 2, (22) 

где Z 0 ( 6 0 = 0 . 
• Можно доказать, что быстрота сходимости алгоритма (22) характе

ризуется неравенствами 
к 

| | № ( в г ) - И Ч в « ) | | < т \\Zx (в,) ||с, 

k 
| | 2 ( в * ) - ^ ( в 0 1 1 с < ( в / ) lie, k=l, 2, (23) 

Г д е

 а , = т а х | | Л ( 0 + 5 ( 0 © г ( 0 Н , Ф« = а<©(1 + а*а>)/2. 
t 

Очевидно, выполняются неравенства 

с н ^ б , i = 0 , 1, (24) 
где a = a o + P p . 

Исходя из системы уравнений (12), (14) и используя неравенства 
(24), получим 

W (в) - W (601! < ^ 1 +

9 ^ ) ( 2 " ф 1 - 1 1 б - в ' " с 
2(1 — ф) 
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Hz (Ё) - Z (e,)IIC < ^±^L У© _ eFNC R ( 2 5 ) 

где ф = aco (1 + cwo)/2. 
На основе оценок (23); (25) и оценки для \\R — Km\\c, m = 1, 2, 

имеем 

IIW (в) - wk (в т )ц < 1 0 + ^Н 2 -ф)4№ + j j i z ^ e j j j c ~* 9 

2(1™ ф) (1— q) 1 — Ф 
(26) 

HZ ( в ) - ZFE ( в т ) 1 1 с < > ( 1 + ^ ) 2 | № . У + ^ , 

4(1 —ф) (1—^) 1 — ф 

k, т = 1, 2, ... 
JTaKHM образом, при выполнении условий теоремы решение W(S)9 

Z ( 0 ) системы уравнений (12), (14) может быть построено как предел 
равномерно сходящейся последовательности {Wj(Qi), Z j ( 0 i ) } j o

/ e = O s 

каждый член которой определяется рекуррентным соотношением (22), 
в котором матрицы 0г строятся по алгоритму (7). Быстрота сходимости 
приближений характеризуется неравенствами (26). 

Для иллюстрации полученных результатов рассмотрим задачу опти
мальной стабилизации системы управления, описываемой скалярным 
дифференциальным уравнением 

dx 
B(l+cos2nt)x-\-u dt 

по отношению к критерию качества 

/== J (3z2x2+u2)dt, 

где 8 — положительная постоянная величина. 
Уравнение Риккати (3) принимает здесь вид 

dt 

Уравнение 

d @ + 2 S ( 1 + C O S 2 J T / ) 0 — 0 2 + З е 2 = О . (27) 

J [ 2 e ( l + c o s 2 я 0 . в — e 2 + 3 e 2 J d f = 0 

имеет положительное решение 0 О = 38. 
Применительно к уравнению (27) алгоритм (7) имеет вид 

Km (0 = J ( т — s i n 2ят ) S w _i (т) dx— 

где 

~ J ( 1 - т + sin 2 я т ) SmA(x)dx- ~ \ К]п {T)dx, 

Sm-i(t) = - 2 8 (2—cos Ы) Km-l (0 +/(?„__ i (/) —6e 2 c o s 2nt, 
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В рассматриваемом примере имеем 

G ! ( 0 = 3 8 — б 8 3 - sin 2nt, 
п 

причем 
m a x | О ( 0 — 0 i ( / ) | ^ л

 6

Г ( — + S 8 ) 8 3

? 

t

 1 1 1—68 * JX / 

где б = 9 / л ( 4 я + }/ 16я 2 —18s 2 ) . 
Применяя алгоритм ( 2 2 ) , получим 

8 3 8 2 

Wi(Si)= — 2e-f6e 3 , Zi(0i) = —-s in2 jx /— ——-cos2jrf. 

Воспользовавшись неравенствами (26), получим соотношения 

\W(@) — ^ ( O i ) | ^ c i ( e ) e 3 , m a x | Z ( e ) — Z i ( e i ) | < с 2 ( е ) е 2 , 

где Ci(e), с2(е) — положительные постоянные. 
З а м е ч а н и е 2. Условия теоремы могут быть ослаблены. В дей

ствительности утверждение теоремы остается в силе и без традиционно
го предположения о неотрицательности квадратичной формы функцио
нала, так как для доказательства эквивалентности существования опти
мального стабилизирующего управления и стабилизирующего решения 
уравнения Риккати требуется лишь выполнение условия стабилизи
руемое™ системы (1) (при R>0) [1, 6, 10]. Вопрос о роли условия зна-
копостоянства квадратичной формы функционала подробно рассмотрен 
в работах [6, 10]. 

Автор выражает глубокую благодарность С . С . Войтенко, дополнив
шему данную работу замечанием 2. 
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а0 = 2г; 8о = 0; с=1; ао = Зе; ао = е; Р = 1 , у = ——, h — Q&2. 
4 8 

Согласно теореме, уравнение (27) будет иметь единственное в об
ласти значений J8—Зе| < е / 3 < А , Д = е/2, стабилизирующее решение 

- 5 / 1 0 V 
в ( / ) = в ( / + 1 ) , если s ^ 0 , 0 5 ; при этом ? = 6е, ф = — Д 1- |——-&j\ &. 

о о 
С помощью несложных вычислений находим 

1 
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УДК 517.911.5 

А. А. ЛЕВАКОВ 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЗНАКОПОСТОЯННЫХ ФУНКЦИЙ ЛЯПУНОВА 
ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ 

В статье продолжаются исследования, проведенные в [1]. Для диф
ференциальных включений с помощью знакопостоянных функций Ляпу
нова исследуется устойчивость нулевого решения. Полученные результа
ты являются обобщением, а в некоторых случаях и усилением аналогич
ных утверждений по устойчивости дифференциальных систем с непре
рывной правой частью. 

Начиная с работ [2, 3 ] , в которых впервые для исследования устой
чивости дифференциальных систем использованы знакоопределенные 
функции Ляпунова со знакопостоянной производной, в силу системы 
проблема ослабления требований к функциям Ляпунова для облегчения 
их построения является актуальной для прямого метода Ляпунова. 
Обзор результатов, полученных в этом направлении, дан в [4]. В статье 
результаты из [1] распространяются на дифференциальные включения, 
к которым сводятся, например, дифференциальные системы с разрывной 
правой частью и дифференциальные системы с управлением [5]. Поэто
му полученные результаты могут быть применены к этим классам диф
ференциальных систем. 

В дальнейшем используются обозначения: N, Z, R— соответственно 
множества натуральных, целых, действительных чисел; Rn — ^-мерное 
евклидово пространство, состоящее из элементов х= (х\, хп)', XidR, 

i = l , П; <х, у>=хф+ ... +хпУп, р(ху У)=У (xi—yi)2+ ... +{Хп-

•—Уп)2, \\х\\— "j/ я 2 + ... + я 2 — соответственно скалярное произведение, 
расстояние, норма в Rn; Sa={x£Rn\ | | х | | < а } , sa-={x&Rn\ \\х\\^а}; 
comp(i? n ) (conv(jR n ))—множество всех непустых компактных (непу
стых компактных выпуклых) подмножеств из Rn; [G\&— {xeRn\p(G, 
х) ^ е } — е-окрестность множества GGcomp (Rn); если V:RxRn->-R — 

dV{t, x) I dV{t, x) 
непрерывно дифференцируемая функция, то ^ = Д — , ... 

dV(t, х) \ 
дхп i ' 

Рассмотрим дифференциальное включение 

xGF(t, х), F(t, 0)В0, (1) 

где F : RxRn->-comp(Rn). Под решением дифференциального включения 
(д. вкл.) (1) на промежутке | ос, (31 понимаем абсолютно непрерывную 
функцию х : | а , $\-*-Rn, производная которой х почти при всех tG\a, р | 
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