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ЛИНЕЙНЫХ МАТРИЧНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В данной работе на основе подхода [1] изучена аналитическая структура о-периоди-
ческих решений матричного дифференциального уравнения вида 

=kA(t)XK + F(t), (1) 

где F(t) — й>-периодические (пХл)-матрицы класса С, К — постоянная (пХп)-
матрица, А, — скалярный параметр. 

Аналогичная задача исследовалась в [1, 2 ] . 
Пусть А,)— (о-периодическое решение уравнения (1). Очевидно, это решение 

удовлетворяет условию 

Х ( 0 Д ) = * ( ю Д ) . ( 2 ) 
На основании (1), (2) имеем 

со со 

I \ А (т)Х(т, X)dxK = - J F(T)dx. (3) 
о о 

Обозначим B(t)= J Л(т)^т . Пусть выполнены условия 
о 

det В{(д)фО, det КфО. (4) 
Тогда из (3) получим сначала 

со со 

\ Л ( т ) Х ( т Д ) < * т = - - М F(x)dxK'\ (5) 
о 1 о 

затем, применив к уравнению (5) методику, развитую в [1], матричное интегральное урав
нение 

где 

H(t,x) = < 

Х ( / Д ) = Х $ H(t,T)A(T)X(T,X)dTK + P(t) + -^-М, (6) 

т 
B-l(<x))\ A(o)do, 0 < т < / < ( о , 

о 
со 

-В-1(ы) \ A(o)do, 0 < / < т < с о , 
т 

со 
P(t) = \ H(t,T)F{T)dT, М=-В-1((д) \ F(T)dTK-[. 

о о 

Верно и обратное: всякое непрерывное решение X { t , l ) уравнения (6) является реше
нием граничной задачи для уравнения (1) с условием (2). Тогда со-периодическое продолже
ние матрицы-функции X(t,X) будет решением уравнения (1) при всех / e R . 

Решение уравнения (6) будем искать в виде 
оо 

J f ( f , X ) = - L *-'(')+ I , (7) 

где Xi-\y / = 0, 1, 2 , . . . , — со-периодические матрицы-функции, подлежащие определению. 
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Для отыскания этих функций подставим (7) в уравнение (6) и приравняем коэффициенты 
при одинаковых степенях X в обеих частях полученных соотношений, имеем 

со 

x0(t)=P(t)+ \ H(tyT)A(T)X-l(T)dxK, 
о 

(8) 
со 

Xk(t)= \ #( / ,т)Л(т)Х*_,(т)<*т/( , £ = 1 , 2 , ... 
о 

Докажем равномерную относительно / G R СХОДИМОСТЬ ряда (7). Примем следующие 
обозначения: <х = т а х | | Л ( / ) ||, у = \\В~1(а)\\, /тг = ||/С||, b = max\\X0(t) ||, | | * | | с = т а х \\X(t)\\t 

где /е= [0, о)], || • || — мультипликативная норма матриц. 
Из (8) имеем рекуррентные оценки 

/ со 
\\Xk(t)\\^yma2( \ т | | Х . _ , ( т ) | | Л : + \ ( ( о - т ) \\Хк-1 (т) ||dx) , £ = 1 , 2 , . . . (9) 

о / 

Используя (9), нетрудно показать, что ряд 
оо 
X XkXk(t) (10) 

k = Q 

мажорируется функциональным рядом 
оо 

Ь X *kZk(t), (11) 

k = 0 
t со 

где е = \X\yma2, z0—\, / е [ 0 , со], 2*+i(0=J TZ*(x)dx-|- J (со —x)z*(x)dx. 
о / 

С помощью приемов, используемых в работе [3], можно доказать, что ряд (11) сходится 
равномерно относительно /GE [0, со] в окрестности 

U I < n / Y m a V , (12) 
1 

где \i — корень уравнения <p'J техр [фт(т— 1 )]dx — 1 = 0 (с точностью до 0,001 ц = 3,416). 
о 

При этом сумма z(t,X) ряда (11) находится по формуле z(t,X) = (b/(\ — $(Х)) X 
1 

\ 
о 

/ 

При указанных ii (12) значениях X ряд (10) сходится равномерно относительно /G=R. 
оо 

Для функции У( /Д) = £ XkXk(t) имеет место оценка || Y(t,X) | Ю ( / Д ) . 
Таким образом, в проколотой окрестности 

0<\Х\<\х/ута2ь>2 (13) 
решение уравнения (6) представимо рядом (7), сходящимся равномерно относительно 
/ G R . 

Теперь легко видеть, что справедлива 
Т е о р е м а . Пусть выполнены условия (4). Тогда в области (13) со-периодическое 

решение уравнения (1) существует и единственно. Это решение представимо в виде (7) 
и имеет место оценка \\X(t,X) I K (1/1Я1) \\М|| + г ( / Д ) . 

Далее выведем аналогичные оценки для равномерной нормы. Из (8) следует, что 

l l * H 0 l l c < ? № - i ( 0 l l c , Л=\1, 2 ( Н ) 
где <7 = 0,5ута 2 (й 2 . 

На основании рекуррентных неравенств (14) имеем оценку \\Xk(t) \\c^qk\\Xo(t) | |с, k = 
= 1,2, ... , используя которую нетрудно получить характеризующее быстроту сходимости 
алгоритма (8) неравенство \\X — Xm\\c<(\\X0\\c/(l — \X\q))(\X\q)'n+l. Здесь Хт = 

Хехр [|A,|vma 2/(/ — со)], где р ( Я ) = г $ техр [гт(х— 1)]dr, здесь г = \Х\ута2ы2. 

= -i-*_,+ X m = 0, 1 , . . . 
Аналогично можно получить оценку \\X(t,X) | | с < (1/IA.I) \\Х^\|| + | |Х 0 | | с / (1 — \X\q). 
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З а м е ч а н и е 1. Рассмотрим задачу (1), (2) с точки зрения теории возмущений. 
со 

Пусть J / 7(x)dx = 0. Тогда задача (1), (2) разрешима при 1 = 0, и мы приходим к за-
о 

ключению, что при выполнении условий (4) все значения X такие, что | Х\ < |ы/ута 2со 2 , 
регулярны [4, с. 167] и для них ряд (10) дает единственное со-периодическое решение урав
нения (1). При Х-+0 получим функцию 

t X СО О) 

X0(t)=B-l((o)( \ ( \ A(a)da) F(x)dx — \ ( \ A (a)da) f (x)dx) , 
0 0 / т 

дающую со-периодическое решение невозмущенного уравнения dX/dt = F(t). 
З а м е ч а н и е 2. Несложный анализ процедуры получения уравнения (6) показывает, 

что используемый в данной работе подход применим для исследования периодических 
решений уравнения (1) в вырожденных случаях [1]. 
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