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В. Н . ЛАПТИНСКИЙ, В . Л . Т И Т О В 

В в е д е н и е . Математической теории колебаний периодического типа посвящена обширная 
литература. Наиболее полную информацию о периодических решениях систем дифференци­
альных уравнений дают конструктивные методы (см., например, работы [1 — 4] и приведенную 
в них библиографию). 

В данной работе на основе подхода [5, 6] исследуется задача о периодических решениях 
полулинейных дифференциальных систем. Получены эффективно проверяемые условия су­
ществования и единственности, а также разработаны алгоритмы построения периодических 
решений указанных систем. Изучены вопросы сходимости, скорости сходимости алгоритмов 
и даны коэффициентные оценки точных решений. 

Качественными методами аналогичные задачи исследовались в [7 — 9]. 
1. С у щ е с т в о в а н и е периодических р е ш е н и й . Рассмотрим дифференциальную систе­

му вида 
dx/dt = A(t,x)x + / (* ) , ж £ Е п , (1.1) 

где A{t,x) 6 C t : n ( R x R n ) , / (*) 6 C ( R ) , A(t + u,x) = A(t,x), f(t + u)**f(t). Предполагается, 
что матрица A(t,x) удовлетворяет условию Липшица ||Л(£, x)-A(t, у)\\ < К\\х-у\\, х,у€ R n , 

где К — положительная постоянная. 
Задачу о периодических с периодом и решениях системы (1.1) будем исследовать с по­

мощью представления [5, 6] 
з (0 = с + у(«), (1.2) 

где с — постоянный вектор, о;-периодический вектор y(t) подчинен условиям 

у(о) = у И , (1.3) 

Jy{r)dT = 0. (1.4) 
о 

Выведем систему векторных уравнений, эквивалентную задаче (1.1) — (1.4). Подставляя 
(1.2) в (1.1), получаем 

dy/dt - A(t, с + у)(с + у) + / (* ) , (1.5) 

откуда в силу (1.3) имеем 

J[Л(т, с + у)(с + у) + / ( г ) ] dr - 0. (1.6) 
о 

Соотношение (1.6) запишем в виде 

J A(T,0)drc= - J[A(r,c+y)-A{r,0)]dTc-J[A{t,c + y)y + f{r))dr. (1.7) 
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Пусть выполнено условие 
det В(и, 0) ф 0, (1.8) 

где В(и,0) = J* A(r , Q)dr. Тогда из (1.7) получим 
о 

с - - 5 ~ 1 ( о ; , 0) J{[А(т,с + у) - А(т,0)]с + Л(г, с + у)у + / ( r ) } dr. (1.9) 
о 

Обратимся к интегральному условию (1.4). Поскольку 

UJ t (л! 

J у(т) dr = uy(t) - J r dy(r) + j(u - r ) cfy(r), 
о 0 < 

то (1.4) примет вид 

0 i 

Отсюда в силу (1.5) имеем 

ш 

I,(t) = J<p(t,T)[A(T,c + y)(c + y) + f(T)]dT, (1.10) 
О 

где ф(1,т) ~ т/и при 0 < г < £ < и и T / C J - 1 при 0 < t < т < и. 
Таким образом, неизвестные векторы с, у в представлении (1.2) а;-периодического реше­

ния x(t) системы (1.1) удовлетворяют системе векторных уравнений (1.9), (1.10). Верно и 
обратное: всякое непрерывное решение системы уравнений (1.9), (1.10) является решением за­
дачи (1.1) — (1.4), т . е . и;-периодическим решением системы (1.1) (берется и> -периодическое 
продолжение функции x(t) на всю числовую ось). 

Примем следующие обозначения: Dp - {t. х : - о о < t < оо, < />}, а0 = max \\A(t, 0)j|, 

7 = р - ^ ^ О ) ! ! , h - m a x f i 0 = max | |A( i ,0 ) - А[Щ\\: ip{p) = /3 0 р 2 + ftp + ft, ft-
= 7 ^ a ; + Ku/2, ft = + 0,5a0u>, ft = 7<^/i + 0,5а>/г, g ~ 2jKu;p + Kujp + 0,5а0и + 7 а 0 ^ , 

max (|ж($)||, где р > 0, £ € [0,CJ] : тильда сверху означает усреднение по t £ [0,и], || - || 
— мультипликативная норма векторов и матриц, например любая из норм [10, с. 20]. 

Для исследования разрешимости системы (1.9), (1.10) воспользуемся принципом сжатых 
отображений [11, с. 605]. 

Т е о р е м а 1.1. Пусть выполнено условие (1.8), а также 

v{p)<P> (1.11) 

д < 1 . (1.12) 

Тогда в области Dp oj -периодическое решение системы (1.1) существует и единственно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Запишем систему уравнений (1.9), (1.10) в виде 

В~1(и;,0) J{[А(т,с + у) - Л(г ,0 ) ] (с+ у) + [Л(т,0) - A^~Q)]y + / ( г ) } dr, (1.13) 
О 

w 

y(t) = j<p(t,T){[A{T,c + у) - Л(г,0)](с + у) + Л(г,0)(с + у) + / ( г ) } ( 1 . 1 4 ) 
о 

или в операторной форме 
c = f , ( c , t / ) , (1.15) 
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У = * 2 (c , f f ) , (1.16) 

где через Ф ь Ф 2 обозначены соответствующие интегралыше операторы в (1.13), (1.14). Эти 
операторы действуют на множестве D ~ {c.y(t) 6 K n : ||с|| < <pi(p), \\у\\с < <Р2(р)}> г Д е 

(рг(р) = -)<и(Кр2 + а0р + /г), (р2(р) - 0,5(Кир2 + a0top + u;h)] t Е [0,о;]. 
Выполнив оценки по норме в (1.15) и (1.16), получим соответственно 

| |*i(c,ff)| | < ju[K(\\c\\ + |Ы|с) 2 + а 0 | |»||с + h] < <рг(р), (с, у) € (1.17) 

IIФ2(с, < / |v(t , г ) | [|| А(т, с+у)- А(т, 0)| | ||с + у\\ + \\А(т, 0)| | ||с + у|| + | | / ( r ) | | ] rfr < 

< max / \ф,т)\6т{тгх \\A(t,c + y)-A(t,0)\\ \\с + у\\с + max | |Л(*,0)|| ||с + у | | с + max | | / («) | |} . 

0<t<ui J 0<t<u> u<t<u> 0<T<u; 

(1.18) 

Поскольку / \ < p ( t , r ) \ d r = (2а; ) - 1 [i 2 + (а; - О2]» то 

max 
0<t<uj t 

0 

/ l ^ r J I d r = u;/2, (1.19) 

и из (1.18) получаем, что 

| |Ф а (с ,у) | | с < ("/2)[ЛГ(||с|| + |М1с) а + «о(1М| + \\у\\с) + h] < <р3(р). (1.20) 

Отсюда и из (1.17) следует, что операторы Ф ь Ф 2 отображают множество D в себя. Заме­
тим, что <рг(р) + <р2(р) = (р(р). 

Далее из (1.13) имеем 

4>г(с, у) - Ф ^ , z) = -В'1 (ы,0) J[A(r,с + у)с- A(r , s + z)s -
о 

- А(т, 0)(с - з) + А(г, с + у)у - А(г, л + ф ] dr , (1.21) 

где (с, 2/) G D, (s, z) £ D. Поскольку А(т, с + у)с- А(т, s + z)s - А(т, 0)(с - s) - [А(т, с+у)-
-А{т,0)](с-з) + [А(т,с + у)-А(т,з + г)]а, А(т,с + у)у - A{T,S +z)z = А{т,с + у)у - А(т,с + у)г + 
+А(т, c + y)z- А{т, s + z)z = [A(r, с+у)- А(т, 0)](у -z) + [А(т, с + у)- А(т, а + z)]z + А(т, 0)(у - z), 
то из (1.21) следует соотношение 

4!1(c,y)-4!l(s,z)=-B-l(uj,0)j{{A(T,c + y)-A(TB0)} [(с - з) + (у - г)} + 
О 

+ [А{т, с + у)- А(т, s + z)](s + z) + А(т, 0)(у - z)} dr (1.22) 

Ф х (с , у) - Ф х (а, z) - - I T 1 (и, 0) j {[А(г, с+у) - Л(г, 0)] [(с - s) + (у - z)\ + 

или 

+ [Л(г, с + у)- 4 ( т , .s + *)](* + г) + [А(г, 0) - Л(г, 0)](у - г)} dr. (1.23) 

Выполним оценки по норме в (1.23). Тогда получим 

ЦФ^С.ЗО - Ф 1 ( 5 , г ) | | < 11^-4^,0)11 У { | И ( г , с + j/) - Л(г,0)11 ( | | с - а\\ + \\у - z\\) + 
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+ || А(г, с+у)- А(т, a + z)\\ (\\а\\ + \\z\\) + \\А(т, 0) - A(r, 0)|| \\у - z\\] dr < 

< 21Кир(\\с - s\\ + \\у - z\\c) + 7«(И|у - z\\c, 

откуда следует неравенство 

\\9х(с,у) - 9г(з,z)\\ < 9г(\\с - з\\ + \\у - z\\c), (1.24) 

где qi = 2 j K u p + j a 0 u . 

Обратимся к уравнению (1.14). Имеем 

Ф 2 (с , у) - Ф 2 (а, z) = j <p(t, т)[А(т, с + y)(c + у) - A(r , з + z)(s + z)) dr = 
0 

= J v?(*,r){A(r,c + ^ (1.25) 
о 

Из неравенства (1.25) получаем оценку 

(1.26) 
Поскольку \\А(т,с+у)\\ < \\А(т,с + у) - А(г,0)\\ + |И(г ,0) | | < tf(||c|| + | | j , | | c ) + a0 < Kp + a0, 
го из (1.26) с учетом (1.19) следует оценка 

| |Ф 2 (с ,у) - Ф 2 (а,*) | |с < g 2 ( | | c - 5|| + ||у - z\\c), (1.27) 

где q2 — Кир + 0,5аои>. 
Заметим, что q\ + q2 = q. Запишем (1.24), (1.27) в векторно-матричной форме 

u<Qu, (1.28) 

™е*=(ы~-1)• - ( Г " 1 ) • « - ( £ i ) ' г - • • " • ' > • ' = 
5 — Ф^з,;?), £ = Ф 2 ( з , г ) . Примем в (1.28) следующую норму векторов и матриц [10, с. 20]: 

п п 

IHlii = X] la fcl' li^H11 =
 m^xX] la*™l' a = с о 1 о п ( а ь • • ч а п ) 5 A = ( a f c m ) " . 

jb=i *=i 
Поскольку ||Ф||и = ?i + q_2 = #(/>) < 1, то спектр положительной матрицы С) расположен 

внутри единичного круга с центром в начале координат. Тогда, очевидно, матрица Е - Q. 
где Е - diag( l , 1), положительно обратима, при этом det(E - Q) = 1 - q. 

Легко видеть также, что из (1.28) следует неравенство ||й||ц < дЦмЦц. 
Таким образом, на замкнутом множестве D имеют место соотношения (1.17), (1.20), 

(1.24), (1.27), являющиеся условиями модификации [12] принципа Б а н а х а — Каччиопполи сжа­
тых отображений применительно к системе уравнений (1.13), (1.14). На основании сказанного 
заключаем, что решение с ~ с*, у — y*(t) указанной системы существует и единственно, 
а это и означает, что в области Dp и -периодическое решение системы (1.1) существует и 
единственно. 

З а м е ч а н и е 1.1. Несложный анализ системы уравнений (1.13), (1.14) показывает, что 
классический метод последовательных приближений [11] не пригоден для построения (^-пери­
одического решения системы (1.1), поскольку может приводить к появлению приближенных 
решений, ке являющихся и -периодическими функциями. Поэтому возникает необходимость 
в создании эффективных алгоритмов. В отличие от [7 — 9] подход [5, 6] дает эффективные 
алгоритмы построения периодических решений. 
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2. И т е р а ц и о н н ы й а л г о р и т м с неявной вычислительной схемой. Рассмотрим сле­
дующий алгоритм в дифференциальной форме: 

dxk+1/dt - A(t, хк)хк + / (*) , Л = 0 , 1 , 2 , . . . (2.1) 

В соответствии с (1.2) имеем представление 

Sjb = cA + 3fc, (2.2) 

подставляя которое в (2.1), получаем 

dyk+i/dt = A(t, ск + ук)(ск + ук) + / (* ) . (2.3) 

U) 
Используя условие (1.3), из (2.3) получим J[A(r,ck + ук)(ск + ук) + / ( г ) ] dr = 0, откуда в 

О 

силу (1.8) имеем 

и) и/ 

ск = -В-1(и,0)У[А[т,ск + ук) - A(r,Q)}drck + J[А(т,ск + ук)ук + / ( r ) ] d r | . (2.4) 
О О 

Учитывая интегральное условие (1.4), на основании (2.3) находим, что 

yk+l{t) = jv(t,r)[A(T,ck + yk)(ck + yk) + f(T)}dT. (2.5) 
О 

Полагая в (2.4), (2.5) у0 = 0, из (2.4) получим уравнение относительно с 0 : 

c0 = -B-i(cj,0)y[A(r,c0)-A(r,Q)}dTc0 + J7(r)drj. (2.6) 
О О 

При помощи метода математической индукции покажем, что (с,-, у г ) , г — 0 , 1 , 2 , . . . , при­
надлежат множеству D. 

Из условий (1.11), (1.12) следуют соотношения jKtup2 + juh < y>i(/?), 2jKup < q < 1, на 
основании которых с помощью принципа сжатых отображений нетрудно доказать, что решение 
уравнения (2.6) в области ||с|| < <pi(p) существует и единственно. 

Полагая в (2.5) к = 0 и производя оценки по норме в полученном выражении, имеем 

Ш\с < 0,5Кир2 + ОМо^Р + 0,5cjft - <р2(р). (2.7) 

Для удобства выполнения оценок запишем (2.4), (2,5) соответственно в виде 

ck = ~~B~l(u,0) J{[А(т,ск + ук) - А(т,0)](ск + ук) + А(т,0)ук + / ( г ) } dr, (2.8) 
О 

yk+[(t) = j tp{t,T){[A(T,ck + ук) - А(т,0)](ск + ук) + А(т,0)(ск + ук) + / ( г ) } dr. (2.9) 
О 

Оценим CFC+i, У А + ь используя индукцию по А;. Пусть векторы си с 2 , . . . , с* принадлежат 
шару ||с|| < <рг(р), а векторы yx{t), y2(t), yk(t) — шару \\у\\с < ^(р)-

Из (2.9) получим последовательно следующие оценки: Цу^-мЦс < (и;/2)(#( | |с*| | + ||2/А||С) 2 •+• 
+ »о(1Ы| + \\Ук\\с) + h) < (и/2)(К(<рг(р) + <р2{р))2 + <*0{<pi(p) + <р2(р)) + h) < <р2(р). Уравнение 
для C F C + 1 , согласно (2.8), имеет вид 

c,k+l = - 5 - x ( w , 0 ) J{[А(т,ск+1 + yk+1) - А(т,0)](ск+1 + yk+x) + 4 ( r , 0 ) j , t + 1 + / ( r ) } d r . (2.10) 
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На основании условий (1.11), (1.12) с помощью принципа сжатых отображений нетрудно 
доказать, что решение уравнения (2.10) в области ||с|| < (рг(р) существует и единственно. 

Таким образом, справедлива оценка | | c f c + 1 j | < <р\(р). 
По индукции заключаем, что (cm,ym(t)) принадлежат множеству D для всех т~ 1 ,2, . . . 
Изучим вопрос сходимости последовательности {ску yk(i)}™- Из (2.9) имеем 

yk+i(t) - yk(t) = J (p(t,r)[A(r,ck + yk)(ck + yk) - Л ( г , с ^ 1 + yk-\){ck-x + Ук-i)) dr (2.11) 

или 

y*+i(0 - yk(t) = J<pit,T){[A(rick + yk)-A(T,ck.1 + yk.i)](ck + yk) + 
0 

+ A(r,ck-1 + yk_1)[(ck-ck-1) + {yk -yk-i)]}dr. (2.12) 

Выполним оценки по норме в (2.12): 

\\ук+г - Ук\\с < (и;/2)(Кр(\\ск - ck_l\\ + \\ук - yk-i\\c) + max \\A(t,ck_l + yk-X)\\ ( | | C » - ск_г\\ + 
Q<T<UJ 

+ \\yk - yt-iWc)) < (w /2 ) (max \\A(t,ck^ + ук_г)\\ + A » ( | | c t - c t _ , | | + | | j , f c - j ,*_i | | c ) . (2.13) 
UNJNW 

Поскольку 

1И*,с*_! + Sf*-i)ll < \\А(г,с„.1 + - A(t,0)\\ + | |A(t ,0) | | , 

\\A(t,ck^ + ук_г) - Л(*,0)|| < #(| |c*_a|| + b - i | | c ) < Kp, 
(2.14) 

T O 

M ( t , C * _ , + j , t _ , ) | | < Kp + a0. (2.15) 

Тогда из (2.13) следует рекуррентная оценка 

\\Vk+i ~ Vk\\c < (w /2)(2A> + a0)(\\ck - ck^\\ + \\yk - y f c - i | | c ) . (2.16) 

Далее из (2.8) имеем 

ck - с*_! - - Д - ^ О ) У { [ Л ( т , с * + yk) - Л(т,0)](с* + yk) -
о 

- [ Л ( Г , С А . 1 + JFJB-L) ~ Л ( Г , 0 ) ] ( С ^ ! + Jfo-i) + Л ( Г , 0)(jfc - J F C _ ! ) } 

или 
U/' 

с* - C T _ ! = - B _ 1 ( W , 0 ) У {[A(r,ck + Y T ) - Л(т,0)] [ (C F C - C T _ ! ) + (y* - J/*-l)] + 

+ [4 ( r , c* + 2/ft) - 4 ( r , c t _ i + y*-i)](cjfc_i + + (Л(г ,0) - Л ( г , 0 ) ) ( ^ - yk.x))dT. (2.17) 

Выполнив оценки по норме в (2.17), получим 

I I е * - с * - 1 | | < 7w(max \\A(t, ck + yk) -• A{t, 0)| | (||c* - с*_||| + | | ^ - t / f c - i | | o ) + max || Л(*,с* + y t ) -
Q<T<U> ' Q<T<UI 

- Л(г , с ,_ х + ^ _ i ) | | ( | | c J t _ 1 i | + | | j , f c _ 1 | | c ) + max \\A(t, 0) - A(t, 0)|| - ^ _ , | | с ) . (2.18) 

Используя соотношения (2 .14) , (2 .15) , из (2 .18) находим, что \\ck - < 27K"cjp|jc f c -
- C J T ^ i H -j- ju(2Kp + &0)\\yk - 2/Ar-i||c? откуда, поскольку 2^Кир < 1, имеем рекуррентную 
оценку 

||с* ~ с^хЦ < 7<j(2A> + a 0 ) ( l ~ 2 7 ^ ) ~ ! | | ^ - у ^ И с к = 1 , 2 , . . . , (2.19) 
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с учетом которой из (2.16) получаем 

- Ук\\с < (и;/2)(2Кр + а0)[>уи(2Кр+а0)(1 - 21Кир)~1 + 1] \\yk - У к ^ \ \ с = q\\yk - ук^\\с, 

где q = +JU&O)(2Kр + а0)и(1-2-уКи>р)~\ т . е . \\уК+1~Ук\\с < я\\Ук-Ук-г\\с, fc=l,2,... 
Используя последние оценки, можно показать, что \\ук+г ~ Ук\\с оценивается неравенством 

||y*+i ~ Ук\\с < Чк\\Уг - Уо\\с - <f 1Ы1с * - 1 ,2 , . . . (2.20) 

Далее из (2.19) находим, что 

\\ck-ck-i\\ < Hqk-l\\yi-Vo\\c * = 1 ,2 , . . . , (2.21) 

где Н = уи(2Кр + а 0 ) / ( 1 - 2^Кир). Оценим д. Имеем 

iifa;/? + 0,5a0u> ^а0и(Кир + 0 , 5a 0 ^ ) АГо̂ р + 0,5а0и + -уа0и д- 2^Кир 
Я = 1 - 21Ки~(Г + 1 - 2-у К up К 1 - 2<у Кир ~ 1 - 2т К up < Ч < ' 

В силу оценок (2.20), (2.21) нетрудно доказать, что построенная, согласно алгоритму (2.4), 
(2.5), последовательность {с*э У*(0}о° сходится равномерно относительно t £ R к решению 
c%y*(t) системы уравнений (1.13), (1.14). Очевидно, (c*,y*(t)) € D. 

Согласно (1.2), (2.2), имеем ж* - хк = с* + у* - (ск + Ук) = (с* - с*) + (у* - у*), откуда 
находим, что 

\\х*-хк\\с<\\с*-ск\\ + \\у*-ук\}с, (2.22) 

переходя к пределу при & --> оо, получаем из (2.22) lim \\х* - хк\\с = 0, т . е . lim ж* = ж*. 
/с—»оо к-~±оо 

Итак, доказано, что процесс и-периодических последовательных приближений, получен­
ных согласно алгоритму (2.4), (2.5), сходится к с*, y * ( t ) на основании (1.11), (1.12). 

Теперь найдем неравенства, оценивающие скорость сходимости последовательности 
{Ck,yk(t)} к решению с*, y*(t). 

На основании (2.20) получим 
| | L , * - » t | | c < ( ? V ( L - ? ) ) l l y i l l c , к 

Аналогично, используя (2.21), можно вывести оценку 

\\с* -ск\\<(Ндк/(1-д))\Ы\с, к 

Далее из (2.22) на основании (2.23), (2.24) имеем неравенство 

\\х*-хк\\с<((\ + Н)як/(1-я))\Ш\с, Л = 0 , 1 , 2 , . . . , (2.25) 

характеризующее быстроту сходимости последовательности {хк} к решению ж*. 
3 . И т е р а ц и о н н ы й а л г о р и т м с явной в ы ч и с л и т е л ь н о й с х е м о й . Алгоритм, изложен­

ный в п. 2, неудобен тем, что на каждом итерационном шаге приходится решать уравнение 
относительно с&, к ~ 1 ,2 , . . . 

Здесь будет дан алгоритм, основанный на явной вычислительной схеме построения и-
периодических последовательных приближений и позволяющий существенно упростить про­
цедуру получения приближенных решений системы уравнений (1.9), (1.10). 

Для уравнения (1.1) запишем алгоритм в дифференциальной форме 

dxk+1/dt = A(t,0)xk + [A{t,xk„i) - А{г,0)]хк-г + / (* ) , к = 1 ,2 , . . , (3.1) 

Отсюда, используя представление (2.2), имеем 

dyk+l/dt = А(*,0)(с А + ук) + [A(t,ck_x + Ук_г) - Л(« ,0) ] (с^! + ук_х) + / (* ) , А = 1,2, . . . (3.2) 

- 0 , 1 , 2 , . 

0 ,1 ,2 , 

(2.23) 

(2.24) 
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Выполнив выкладки, аналогичные изложенным в п. 2, получим 

ск = -В-\ы,0)/{(Л(г,0)-1М))у* + [ ^ ^ ^ (3.3) 

О 

и) 

Sf*+i<0 = / ^ i - ) { 4 ( r , 0 ) ( c i + j, t) + [^(r,c t_ 1 + j , t _ 1 ) - ^ ( r > 0 ) ] ( c t _ 1 + !,*_i) + / ( r ) } d r , (3.4) 
О 

где к = 1 ,2 , . . . , СО = 0, г/О = 0, ух = 0. 
При помощи метода математической индукции покажем, что все приближения, определяе­

мые алгоритмом (3.3), (3.4), принадлежат области I). 
Из (3.3) при к — 1 имеем 

с, = -В-\и,0) J f(r)dr. (3.5) 
0 

В результате элементарных выкладок получаем, что ||сх|[ < 70;/г < (р\(р). 
Пусть векторы с ь с 2 , ск принадлежат шару ||с|| <<pi(p), а векторы j/i(£), г/2(*)5 • •• 

— шару \\у\\с < <р2(р)-
Выполнив последовательно оценки по норме в (3.3), находим 

1Ы| < | | ^ - г ( ^ , 0 ) | | J{\\А(т,0) - I ( ^ 0 ) | | | | j , t | | + \\А(т,ск^ + y t _ 0 - Л(г ,0) | | ( Ц С ^ Н + + 
О 

+ dr < уы{шах | |Л(*,0) - Л(*,0)| | \\ук\\с + M A X | |A(*,c f c_! + ^ _ х ) -
0<t<u> 0 < t < ы 

- A(t,0)\\ (\\ск.г\\ + Ы-гЦс) + M A X | | / (0 | |} < 1^{а0\\ук\\с + Щс,.^ + | | i , T - , | K ) 2 + h) < 

0<t<w 

< -yu{a0ip2(p) + К((рг(р) + <p2(p))2 + h} < -{Кир2 + jaoup + juh = (рг(р). 

Исходя из (3.4), имеем 
UJ 

\\yk+x{t)\\ < J lv(*,T)KII^,0)||(||c t | | + \\yk\\) + \\A(r,ck^ + ук-г)- A(r,0)\\ (||с*_,|| + \\yk^\\) + 
0 

+ ||/(r)||} dr < (w/2){max M(*,0)||(| |c t | | + \\yk\\c) + M A X ЦА^с^ + yk^) - A(t,0)\\ (||c*_,|| + 

+ \\Vk-i\\c) + M A X H/(0||} < (ы/2){а0Ый) + <p2(p)) + K(Mp) + ^{p))2 + h} < 
0<i<u> 

< Qfi(Kup2 + a0ujp + uh) = ф 2 ( Я ) -
По индукции заключаем, что ( c m , ym{t)) принадлежат множеству D для всех m = 1, 2, . .. 
Исследование вопроса сходимости, скорости сходимости алгоритма (3.3), (3.4) проводится 

аналогично соответствующим выкладкам из п. 2. 
На основании (3.3) имеем 

С* + 1 - ск = -В-х{и,0) j {(A(T,0)-Afcti))(yk + i - ук)+[А(т,ск + ук) - А{т,0)) [(с, - ck_,) + 
о 

+ U* ~ + [А(г,с Л + - ^ ( r , c f c _ ! + у ^ 1 ) ] ( с & „ 1 + yk-\)}dr, (3 .6 ) 

откуда 

С * + 1 - С Л | | < \\В~\и,Щ J {||^4(-Г,0) —А(Т-;о)| | ||2/ fc+i - У* || Ч -И^СТ, С* + у*) - А(Т-, 0)|| ( Ц С ^ - C f c_x || -+-
О 
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+ \\Vk - Ук-\\\) + \\А(т,ск + ук)- А(т,ск.! + у*_1) | | | | с к _ г + yk-i\\}dr < 

< 7w{max \\A(t,0)-A(t,0)|| | | y t + i - y * | | c + max \\A(t,ck-ryk)-A(t,0)\\ (\\ck-ck^\\ + \\yk-yk^\\c) + 

+ max ||A(f,C i f c + ^ ) - ^ ( ^ c * - i + ^ - i ) l l ( l l c *- i l l + ll2/*-illc)} < 

0<T<O; 

< ju{aQ\\yk+l - y*||<? -I- 2 ^ ( 1 1 ^ - C ^ j H + Нх/ЛГ - Jfc-i | |c)}, 

т .е . получено рекуррентное неравенство 

Ikfc+i ~ cjb|| < fa0u\\yk+i - Ук\\с + 2-yKup(\\ck - c A - i | | + ||у* - yjb-i||c). (3.7) 

Далее из (3.4) имеем 

yh+i{t)-yk(t) - J^(^г){Л(г,0)[(с^сА_1)+(у,-^_1)]+[Л(г,сА_1+^_1)»Л(г,0^ [(ск„г-ск„2) + 
о 

+ (у*-1 - У * - 2 ) ] + [А(Т, С * ~ 1 + У А - L ) ~ ^ ( Т > C * - 2 + УДг -2) ] (с*-2 + У й - г ) } * Г . (3.8) 

Проводя выкладки, аналогичные приведенным в п. 2, получаем 

+ \\yk+1(t) - yk(t)\\ < max / | ^ ( i , r ) | d r { m a x | | A ( t , 0 ) | | (| |c t - С ^ Ц + | | j , f c - Г / ^ Ц С ) 

0 

+ max | | Л ( * , с Л « 1 + - A(t,0)| | (He*-! - ck„2\\ + \\yk_1 - y*- 2 | | c ) + 
0<T<UJ 

+ max | | I 4 ( t , c f c _ i + yk-i) - 4 ( * , c f c _ a + »*- 2 ) | | (||c*_a|| + Ц^-гЦс)}-
0<<<TU 

Отсюда следует рекуррентное неравенство 

||y*+i ~ Ук\\с < 0,5a 0cj(| |c f c - сд-_х|| + \\ук - Ук-г\\с) + Кир(\\ск_г - с*_ 2 | | + \\ук_х - у*_ 2 | | с ) , (3.9) 

учитывая которое, находим, что 

| | с * + 1 - c f c|| < 27#u^( | ] c f c - с * . + \\Ук - Ук-iWc) + 7&0и{0£а0и(\\ск - c f c_ij | + \\yk - y*_ i | | c ) + 

+ Kup(\\ck-X - ck_2\\ + \\yk-i - Ук-2\\с)} = (2*y Кир+ -ya0u-0,5a0u)(\\ck - c*_i|| + \\yk - y * ~ I | | C ) + 

+ -ya0u Kup{\\ck_x - Cfc_ 2|| + \\Ук-\ - У * - 2 | | с ) -

Таким образом, справедлива формула 

ЦСДГ+I - c f c | | < (2jKup + -уа0и • 0,5a 0a;)(| |c f c ~ с ^ Ц + \\ук - y k - i \ \ c ) + 

+ -yaQu Кир(\\ск_г - ск„2\\ + \\ук_х - уЛ-211с?)- (3.10) 

Рекуррентные оценки (3.9), (3.10) следует дополнить оценками для | |с 2 - ci | | , | |у 2 - Уг\\с-
Из (3.4) при к ~ 1 имеем 

и) 

2/2(0 = / v ( « , r ) { ^ ( r , 0 ) C l + / ( r ) } d r , (3.11) 
О 

откуда, оценивая по норме, получаем ||у2(011с < (^/2)(a 0 | |ci j| + h) < 0fia0up + 0fiuh < ^р2(р) < 
< р. Далее из (3.3) следует 

C 2 _ C l = -в-\ш,0) J{A(T,0)y2 + [A(T,Cl)- А(т,0)}С1}dr. (3.12) 
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Отсюда в результате несложных выкладок находим, что | |с 2 - Ci\\ < 7 ^ ( а 0 | | у 2 | | с + ^ | | c i | | 2 ) < 
< ^up(aQ + Кр). 

Запишем теперь рекуррентные формулы (3.9), (3.10) в векторно-матричной форме 

^ < M ^ _ ! + N ^ „ 2 , к - 2 , 3 , , . . , (3.13) 

где 6{ = ( | | с г > 1 - аЦ - Уг\\с)т, i = 0 , 1 , 2 , . . . , 

ы - ( ^1^иР + 0,5jaQd0LJ2 2-у Кир + 0,5jaQd0u2 \ / jKdQu2p -уКа0и2р \ 
у а 0 о ; /2 а 0 и / 2 j ' ~ \̂  Awp ) ' 

Оценим спектр матрицы M + N. Имеем ||М + N | | n < ||М||ц + | | N | j n = 2jKup + 0,5<у a0dQu2 + 
+0,5а0и -f jKd0u2p + К сор = 2уКир + Кир + 0,5а ои; + 7&о^ * 0,5а0и + jdou Кир < 2jKup + 
+Кир + 0,5a ocj + ja0u = q < 1. 

Очевидно, спектр положительной матрицы М + N расположен внутри единичного круга. 
Далее нетрудно показать, что последовательность {с^,2/^(^)}о° равномерно сходится к реше­
нию с*, y*(t) системы уравнений (1.19), (1.10), при этом 

Л , < ( E - M ~ N ) - 1 ( ^ + N ^ _ 1 ) , к - 1 ,2 , . . . , (3.14) 

где Rk ~ (||с* ~ сА-||, \\у* — УА| |С) Т 5 Е — единичная матрица второго порядка. 
Аналогично можно получить оценку для ||<5*||ц. Из (3.13) имеем 

£к < Ч\£к-\ + (3.15) 

где qi = | |М||п, q2 = | |N||n, е{ - | |й | |ц . Так как ^ + Ъ < Q < 1, то из (3.15) находим, что 

Р * | | н < (e* + « 2 £ * - i ) / ( l - ? i - ft), * = 1 , 2 , . . . (3.16) 

Отсюда в силу (3.15) имеем | |Л Л | |и < ((& + &})£*-1 + 92£*-г ) / (1 - ^ - g 2 ) , fc = 2 , 3 , . . . , ||J?i||n < 
< (si + q2s0)/(l - дг - q2). Очевидно, что оценка (3.16) более удобна для практического при­
менения, чем (3.14). 
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